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���������	� �����������
�	 ����	� 
���
��
����������	��
��� 
������ � ��
�� ��
�������	�

�	������	��
�	 ���������� ��
�	 ����������� ������	�
������� �	�����
������ �������		

������!�" �.�., #$%�!�" �.�.
�������� 	
���	
�	�� �	��������� ���	� �
�
�
 �����	�


��������	
� ����� � �������
�� ���	��
��� ��	���	����	����� ��	��
� � �����

��
����������	�. ������	
� �
�����	���	 �	�	
�	 ��� 
��	��� �	��
�	���� ���
�
��
�������� 
� ������ ��	��
�. ! ����	, ����� "�	������ ���	�	

��� ��"�	����	�����
����	������� ������ ��	��
� ������
���, ��� �	���� 
������
�� ���, 
���	
�
������	

�	 ������ ���	��
��. #�� �
�	
�� ���������	
� �� ��	����� �������
��
���	��
�� ��	��
� �� �����
��� "�	��������. $�����
� �	���� 
���������
��
�������%�� ����	�	
� ��

�	 � �	�����������	
�� � �������	

�� %����

	��
����
����. ����	�	
� ���������	
�	 � "���	���	
����
��� ����	����
����.

&��	��
�, �� ������	

�	 (�	��
�
�
�	) ������ ���	��
�� ������� �	� ���
�-
���' ���	�	��'��� �� �	��	���	���� %����� � �	��
�	����� ����������. *��� 	���
������
���� ���	�	���� �	���
	
�	 �
��	���� ������	

�� ����� � �����	�����'���
�� 
������
�� ��� ���	��
�� ��	���
��� �������� �	��, ������	��� ������
���� ���-
���	
�� �	�	
�� �����
��  ���	��� ���� �	���� ���	��
��, �. 	. ���� �� ���	�	�	
�'
�	��	���� �	�� � ���	��
�� ����
����' � �������� ���������� ��� ������� ���	��
��
(�	��	��	��� ��� "���	���	
����
� ���	�	�	

��) ������	

�� ����� ���	��
��.
+���	 ����, ��	������
�	 �	������ �������'� ���	�	���� %���	���	 �������� �	� ��-
��

�� �	��	����. /	���� �	�	
�� �����
�� ����, ������	 ��
������ � ������ 
	���-
�	��
��, ������� �
�	
���
�	 �������	 �� ����	�
�	 20-30 �	�, �� � �
���	��
��
�	�	 ����� ������
�� � �����	
�	� �������
� ���
�� #!/. 1�� ����, 
	 ����'���-
�� ����	��
��� � ������	���� �����	, 4.5. 6���
�� ��	������ [74] 
���	 ��
���	
����	��
����, ������	 ����	��� %���	��� �������

�� ��� �
���� �������
�� ����.

! ������� ���	��
��� ���	������ /.9.+�	�
� [7-9] ���	����	��� ������ �	�	
�
����� �� ���	�	�	
�� ����
���� 
	��
����
�� ����
�, 	��� ���	��	
 		 ���
�� ��	���
����� ���	��
��. + �����	
�', �����������	��	 ������� �	���� 
	 ����������
�����

� �����
�	 ����� ���	��
�� ������� �	�, �.	. 
� ����	�� ����
	
�� � ���
��
��������
��.

5�����		 ��	�����'��	 �	�������� ��� �����
�� ����� <�����-=�������
����	
� &./. =	����
�� � &./. 9	��%�
��� [4], � ����	 =.1. >���		��� �
!.4./��	
�� ��� �����
�� ����� ���
����� �	���� ����	�
�� [70,75].

1�� ����
	
�� � ���
�� ��������
�� �����
�	 �����
�� �	�	
�� �����
��
����� ����	�
�� ��������������� � �����	 [3], ����� �� ���	�	�	
�� %���� ������� ��
��

�� ����	�
�� – � ������� [77,73]. /	���� �	�	
�� �����
�� ���� ������
��������'��� � �����%����	 [76], �	%	��������� [6], ������	���� ��
�����
��
�������� ��	�
� [72]. +�� ��	 ���� ���		
� � [77,78], ��� ������	
�� �	�	
��
�����
�� ���� 
	�������� ��	�� �����
��	��
�' �
%������' �� ��B	��	
����	����
��, � ��	

�, � ��������	
�� �	%	��� � 	�� ����	��.

C���� ������ ���� ����	�������� � � ������� ��	����
���� ������� [7,2] �	�����

���������
�� �������%��. 4
�����
�� ������ (�������	
�	 %�
���� ��
	
��
����� �	
�� ���� >���	) ��� ���	�	�	
�� 
	��
����
���� ������� ������� ��	��
�
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��������	���  � � ��

�� ������	, 
� � ������ �� ���	�����
���� ����� �������
���	�	���� ��"%%���	
�� ���� >���	 
	 ������ � 	�
���, 
� � � 
		�
��� 
��	����.

I. ��&��	� �����	 � ���������� ����'��	�� ����������	-
��
��� 
������ 
 �	������	��
�	 ���������� ��
��#
����������� ������	�

�����������	� ��	���	����	���� ��	��	
�, ���
� �������� l  �
��� �����	 	��
����
� b � �����
� h2 . D����� 7 � 3 ��	��
� (���. 7 )

 
 
 
 

x 

l 
l/2 

2h 

2δ  

7 2 3

tieV ω
0+  

tieV ω
0−  tieV ω−  tieV ω

0−  

tieV ω+  tieV ω
0+  

���. 7.
������
� �	
	������� 
�����	
�� � �������� ������� ������� ���
���� ���	
������
ω :

ti
hx eV ω

±= ±=ψ 0 (7)
/	��
�	���� 
	��
����
���� ���	����� ��	��
� ��������	
� �	�, �� 
� �����	 2 ����-
�������	���� ��	���	����	����� ��	��
� "�	�����
�	 �������	 ���	�	
� �� ����	��
"�	�����
��� �������� ��"�	����	����� ����	������� (���. 7). ! �������	
��
�������
�� �	���� ��	��
	� ���
���, �� 	��
���	

�� �����
	
��� 
�����	
��,
������� 
	�������� �������� � ���	�	, ����	��� 
�����	
�	 ),( txxσ . 5�����	
�� yσ
� zσ  ���� �� ����
	
�' � 
�� � ��� ��	
	��	��	�:

0≈σ≈σ zy (2)
������	��� "�� ��	������	
�	 �������
� ��� ��
��� ��	��
	� ( bl ⋅> 70  � hl ⋅> 70 )
��� 
����� ������� ���	��
��. G�
��	�
�	 ����
	
�� ������
�� ��	���	����	�����
��	��
� � �����

�� ����������	� ��	'� ��	��'��� ��� [5]:

zx
E

x EdS 3777 +σ=ε
(3)

xz
T

z dED σ+ε= 3733

��	: ES77  - ������� ������������ ��� ������

�� (
��	���) "�	����	���� ���	; 37d -
��	��"�	����	���� ������

��; T

33ε  - ��"�	����	���� ���
���	����� ��� ������

��
(
��	���) 
�����	
��; zE - �����
	
�� �	����� 
�����	

���� "�	����	����� ����;

zD -�����
	
�� �	����� "�	����	���� �
������. $���
��	
�� (3) �����
�	�
����
	
�	� ����	
�� "�	�	
�� ��	��
�, ������	 ���	� ���
������ ��� ��	� ��	�
�������:

166



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 1–3 ЖОВТНЯ 2003

,3,2,7,02

)(2)(

==
∂
∂ρ+

∂
σ∂ i

t
u

x

i
x

i
x (4)

����
	
�	� ��
���	

�� "�	����������� ��� �����������	��� �������:

3,2,7,
)(

)( =
∂
ψ∂−= i

x
E

i
i

z (5)

� ����
��	
�	� +���:

.3,2,7,
)(

)( =
∂
∂=ε i

x
u i

xi
x (6)

1�� ��	��
� � �	���� ���	��

�� ������ 0=x  � ������
�� ������ ������ lx =
���
�
�	 ������� ��	'� ���:

.0,0
)3(

0

)7( =
∂
∂=

=
=

lx
x x

uu (7)

1�� ����

��� ���	
����� (7) ������� ���	
	
�� "�	����	����� ���	
����� �� ��	�	
�,
�	�	
�	 ����
	
�� (4) ��	� � ���	 �����
�	��� ���	
�'����� �� ��	�	
� %�
����:

.)(,)(,)( titi
x

ti
x exexexuu ωωω ⋅ψ=ψ⋅ε=ε⋅= ��� (8)

! ��	������	
�� �������
�� �	���� ���	
����� 3,2,7,)( =iiψ  ���	
�'��� �� �����
	
��	��
� �� ��
	�
��� ����
�. ��"���� ��� �� ��������
�� ������	������ ��		�
�����	
�� (9):

,,, 0)3()2(0)7(

h
VE

h
VE

h
VE zzz −=−=−=

���
(9)

5� ��"�	����	��� ���	�	

�� �����	 2 �����������	���� ��	��
� ��������
��
���
���� ���	
������ V  ����	���  ���� 	�	 
	���	��
��  ������

��. &����� �� (3) �
������� (7) � �	��� (8) ��� ������	� 7-3 �����	� ��	��'��	 ���	
���� ��� ��������
�	��
�	���� 
�����	
��:

;7;7;7 0
37

)3(

77

)3(
37

)2(

77

)2(0
37

)7(

77

)7(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=σ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=σ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=σ

h
Vd

xd
ud

Sh
Vd

xd
ud

Sh
Vd

xd
ud

S
x

Ex
x

Ex
x

Ex

������ (70)

$ �	��� (7) � (70) ����
	
�� ��� 
�����	
�� ��������
�� %�
���� u�  � ������ ��
�����������	��� ������	� ��	��
� ��	'� ���:

,3,2,7,0)(2
2

)(2

==λ+ iu
xd
ud i

x

i
x ��

(77)

��	 −λ=ω=ρ cccS E ,/,/7 277 �������� ����������
	
�� ������� �������
�� ���
� �
��	��
	. 1�� ���	�	�	
�� %�
���� 3,2,7,)( =iu i

x
�  ����	 ������

�� �� %�����	 (7)

���
�
�� �������, 
	�������� ������������ ����	�	

�	 
��	 ������� ������	
��
�	�	
�� ��� ������� ��	��
�:

.,

,,

2/

)3(

2/

)2(

2/

)2(

2/

)7(
2/

)3(

2/

)2(

2/

)2(

2/

)7(

δ+δ+δ−δ−

δ+δ+δ−δ−

σ=σσ=σ

==

lxlxlxlx

lxlxlxlx uuuu
����

����
(72)

! �����
	
�	 � ������

�� ���	
����� (72) ��� ��"�	����	��� ���	�	

��� ������ 2

	�������� �������� ����
	
�	:

∫
δ+

δ−

=
2/

2/

)2( .0
l

l
z dxD

�
(73)
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�	�	
�	 ����
	
�� (77) ��� �����

�� 
� ���.7 ������	� � �	��� ������� 
� �	���
����	 ��	��
� ��	�������'��� 	�	� �����
��	���	���	 %�
����:

.cossin
cossin

sin

)3(

)2(

)7(

xFxDu
xCxBu

xAu

x

x

x

λ⋅+λ⋅=
λ⋅+λ⋅=

λ⋅=

�
�
�

(74)

! ���	 �
�����
�� ���	
��� ��	�������'��� � �����	
�� ��� 
�����	
��. !������	 �
�	�	
�	 (74) ���� ������

�� �
�	�������
�� FDCBA ,,,,  
�������� �� �������
������	
�� �	�	
�� (72) � 
��	���� ���
�
��� ������� ��� �	��
�	���� 
�����	
��
��� lx =  (7) :

0
2

cos
2

sin
2

sin =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ lClBlA ;

h
VVdlClBlA −⋅

λ
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ 037

2
sin

2
cos

2
cos ; (75)

0
2

cos
2

sin
2

cos
2

sin =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ lFlDlClB ;

h
VVdlFlDlClB −⋅

λ
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ+λ 037

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos ;

h
VdlFlD 037sincos ⋅

λ
−=λ−λ .

!�����		 � ������

�	 ���	 ����
	
�� �
�	
�	 �����
��� ���	
����� hV /  ���
�
�������, ��������� �����
��	��
�	 ������	 (73), �� �������� � ���	
����:

l
ll

lk
k

h
V

h
V

λ
λ−δ−λ⋅

λδ
λδ⋅

λΔ
⋅

−
⋅=

cos
2/cos)(cossin

)(
7

7 2
37

2
370 (76)

��	 −
ε⋅

= TES
dk

3377

2
372

37  �������
�� ��"%%���	
� "�	�����	��
�	���� �����,

)(cossin
7

cos 2
37

2
37 δ−λ⋅

λδ
λ⋅

−
+λ=Δ ll

k
kl (77)

�	�	
�	 ����	�� ���	����	���� ����
	
�� (75) � ����������
�	� ����	

���
���	
���� (76), ��		� ��	��'��� ���:

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λλδ−λδ

−
⋅

λδ
λδ+

λΔλ
−=

2
sin)(2cos

7
sin7

)(
7

2
37

2
37037 l
k

k
lh

VdA ;

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ⋅λδ−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λδ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ

−
λ

λδ
λδ+

λΔλ
−=

2
coscos)(2

2
sin

72
sinsin7

)(
7

2
37

2
37037 ll
k

kl
lh

VdB

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λδλδ+λ

−
⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ δ−λ

λδ
λδ

λΔλ
−= cos)(

2
cos

72
sinsin

)(
7

2
37

2
37037 l
k

kl
lh

VdC (78)

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λ+λλδ−λδ⋅λ−λδ

−
⋅

λδ
λδ+

λΔλ
−= )cos7(

2
sin)(2)sinsin(cos

7
sin7

)(
7

2
37

2
37037 lll
k

k
lh

VdD

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λδλ

−
+λ⋅λδ

λΔ
λ⋅λδ⋅

λ
= sin

2
cos

7
cos

)(
2/cossin2 2

37

2
37037 l
k

kl
l

l
h

VdF .
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������
���� )( lλΔ  
��', �����	� ���
��	
�	
�
�	 ����
	
�	 ��� 
�����	
��
�	��
�
�
�� �����:

[ ] 0)7(cos
)(

sin
7

cos 2
37

2
37 =δ−⋅⋅

δ
δ⋅

−
+ z

z
z

k
kz  (79)

��	 lz λ= , l/δ=δ . ��� 0=δ  �����	� ���	��
�	 �����
�	 ����
	
�	 ��� �������
��
���	��
�� ��	��
� �� �����
��� "�	��������

0cos =z , (20)
��	

,...3,2,7,
2
7)( .)(.)( =⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +== mmzl ��

m
��

m πλ (27)

+��
� ����
	
�� (79) 
��������� ���	

�� ���	� ��� 75.0=δ , ���	����� �	������
3−����  � 7042,02

37 =k  � ��	������	
� � ������	 7. ! "��� �	 ������	 ��� ����
	
��
����	�	
� ����	 �
�	
�� .)()( ��

mlλ , 
���	

�	 ��� ������ (27).
6������ 7.

m .)(����
mZ .)(����	

mZ
7 7.59492 7.57079
2 4.77595 4.77239
3 7.93379 7.85398
4 77.06408 70.99557
5 74.77687 74.73777
6 77.29093 77.27876
7 20.42058 20.42035
8 23.56663 23.56794
9 26.77983 26.70354
70 29.86977 29.84573
77 33.00858 32.98672
72 36.74057 36.72832
73 39.27276 39.26997
74 42.47767 42.47750
75 45.55762 45.55307
76 48.70598 48.69469
77 57.85084 57.83628
78 54.98972 54.97787
79 58.72507 58.77946
20 67.26773 67.26706

II. �'������ ������. ����� �	�����
������ �������		

$�����
� �	���� 
���������
�� �������%�� � ��������� ����	

�	 � �����	
[78] �	�������� �� �����	
�' �	%	���� 
	��
����
���� ���	����� ��	��
�, ��	�������
�������	

� 
	��
����
���� ���	���� ���� >���	 � ��	��'�	� ���	:
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⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅+

N

n
n l

xnb
0 2

7cos7 π , (22)

��	 nb - 
	���	��
�	 ��"%%���	
�� ���� >���	. �����������	��� ����� ��� ����	-
����
�� 		 �	����� 
���������
�� �������%�� �������� � ������
���	
�' 
	��
�-
���
���� ���	� ���������	
�� �����
�� ��	����� ���	��
�� ��	��"�	����	�����
��	��
� � ����	 ���	�	

�� "�	������� � �����
��� ��	���� ���	��
�� �������-
����	���� ��	��
�  �� �����
�� "�	�����
�� �������	�.

����	�	
� "���	���	
����
�	 ����	����
�	 ��� ��	���	����	����� ��	��
�
���
�� 70 ��, �����
�� 0,2 �� � ����
�� 7 ��  �� ���	����� 3−����  ( )75.0=δ .
D������ ���	�	���� �	���	 �	��� �	��
�
�
�� ����� � ������ ���	�	

�� � �����
��
"�	�������. #�� ��

�	 ��	������	
� � ������	 2.

6������ 2
.)(����

mZ .)(����	
mZ

7.58903 7.57079
4.73322 4.68987
7.79580 7.74709
70.63869 70.67698
73.88788 73.86972
74.40744 75.37792

$���������� ��	������	

�	 � ������	 2 �����
�	 ��	����, ������
� �	��	��	����
��������, ��	������	

�� � �����	 [78], �����	� ����	�� ���	����	���� ����
	
��
��� 
�����	
�� 
	���	��
�� ��"%%���	
��� ���� >���	 nb :

∑
=

⋅⋅−⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=−

N

n
mnn

n
��m����m bmzz

0

2

.)(
2

.)(
2 )7(

2
7

2
7)()( α

π
+

+ ∑ ∑
= =

⎥
⎦
⎤

⎢
⎣
⎡ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +− K

k

N

n

k
mnn

nk
m

bkm
0 0

)(/ )7(
2
7)7(

2
7

2
)7( γ
π

, (23)

,5,...,2,7,0,5,5,...,2,7,0,5,5,..,2,7,0 ===== kKnNm  ��	 ��	�	
� ����
�	
��

2/72
7

2/32
7

2/7
2

−−
−

++
−

+
=

mnmnnmnα ,

2/7
7

2/3
7

2/7
7

2/7
7)(

−−−
−

+++
−

+−+
+

++−
=

kmnnkmkmnkmn
k

mnγ , (24)

,)(
mn

k
mn αγ =  ��� mk = . <���� ��
��	�, �� � ����	 ������	
 �	
 � 
��	��� mk = .

+�� ���� ������
� � [78,79], �
�	
�� ��"%%���	
��� ������	
�� ���
� 
����  
	
������ �� ���
�� ���	����	���� ����	�� (23), 
� � �� ����
	
�� �����
���
��� ����

mnn

N

n

n
����	m�����	m bmzz α

π
⋅−⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=− ∑

=7

2
2

.)(
2

)( )7(
2
7

2
7)()( (25)
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���. 2

5� ���%��	, ��	������	

�� 
� ���.2 �������	
� �������%�	���	 ������
���	
�	

	��
����
���� � �	��� ��"%%���	
��� ������	
�� nb , ����	

�� �� ����	�� (25).

5� ��
���
�� ����	�	

��� ����	����
�� ���
� ��	���� ����� � ���, ��
�	�������� "���	���	
����
�� ���	�	
�� � ������� ��
����' �������'� �
�	��	��	����� ���	����. #�� ��	� ��
���
�	 ���	������, �� �	���� 
���������
��
�������%�� �������'� ���	�	���� �	�����������	
�	 � ������	� 
	��
����
����
������� ������� ��
����	

�� "�	�	
���, � ����	, ����� ���	��
� �� �	���	

������
�	 ���� ���	��
��.
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