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Побудованi фiзична й математична моделi контактної взаємодiї поверхнi тiла людини
з вiбратором механiчного iмпедансметра. На основi припущення, що основну роль при такiй
взаємодiї грає стовп м’яких бiотканин мiж вiбратором i кiстками скелета, розглянуто задачу
про гармонiчнi коливання пружного цилiндра з кiнематично навантаженим торцем за умови
вiдсутностi дотичних напружень на поверхнi контакту. Порiвняння розрахункових результатiв
з даними експериментiв по вiброзбудженню шкiри передплiччя людини in situ продемонстру-
вали в цiлому задовiльне узгодження мiж ними.

ВСТУП

Вивчення особливостей динамiчної взаємодiї поверхнi тiла людини з контактни-
ми сенсорами розпочалося наприкiнцi 1940-х рр. [1]. В наш час посилення iнтересу до
цiєї тематики обумовлюється активним розвитком медичних технологiй, пов’язаних з
реєстрацiєю та обробкою акустичних сигналiв, породжених життєдiяльнiстю людського
органiзму [1 – 3]. Адекватне врахування динамiчної реакцiї поверхнi тiла на присутнiсть
сенсора дозволяє передбачити характер i ступiнь спотворення прийнятого сигналу за
рахунок змiни вiброакустичного поля в околi контакту [2, 4].

Незважаючи на iснування ряду теоретичних i експериментальних робiт, спрямо-
ваних на обгрунтування тих чи iнших моделей взаємодiї поверхнi тiла людини з сенсора-
ми й поршневими вiбраторами, виконаними з порiвняно жорстких матерiалiв [1,3,5,6],
ця проблема до цього часу не може вважатися розв’язаною остаточно. Здебiльшого,
робилися спроби використати для iнтерпретацiї одержаних результатiв розв’язки за-
дач у спрощених постановках (див. [1, 5, 6]). При цьому характер зчеплення з об’єктом
вимiрювань iгнорувався (фактично, на поверхнi контакту нав’язувався певний розпо-
дiл механiчних напружень). Очевидно, що такий пiдхiд, до певної мiри виправданий,
якщо описувати ситуацiю з вiброзбудженням, є абсолютно неприйнятним при аналiзi
поведiнки кiнематичного сенсора на поверхнi тiла людини.

З огляду на сказане, доцiльно розглянути фiзичну модель дослiджуваної системи
зi збереженням характеру граничних умов на поверхнi контакту. При цьому прийнятi
спрощення повиннi, по можливостi, дозволити записати розв’язок задачi в замкнуто-
му виглядi (або у виглядi функцiонального ряду з вiдомими коефiцiєнтами). Такий
пiдхiд повинен допомогти бiльш наочно продемонструвати риси, якi є суттєвими для
адекватного опису контактної взаємодiї поверхневих м’яких бiотканин з сенсором або
вiбратором. В цiй роботi будуть розглянутi умови, якими моделюється ситуацiя вiбро-
збудження поверхнi тiла.
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1 ФIЗИЧНI Й ГЕОМЕТРИЧНI ПАРАМЕТРИ СИСТЕМИ

Перш нiж викласти математичну постановку задачi, слiд з’ясувати питання про
фiзико-механiчнi характеристики м’яких бiотканин i геометричнi особливостi дослiджу-
ваної системи. Аналiз наявних експериментальних даних дозволяє стверджувати, що
для вiдносно малих статичних i динамiчних навантажень така параметрична залежнiсть
не проявляється i поверхневi бiотканини можна вважати лiнiйним iзотропним пружним
матерiалом [2, 7].

Загальновiдомо, що густини епiтелiю, м’язових та жирових тканин ненабагато
перевищують густину води [1]. Тому при постановцi модельної задачi приймемо густину
пружного середовища ρ = 1100 кг/м3.

Традицiйно бiльшiсть дослiдникiв вважає швидкiсть поздовжнiх хвиль у поверх-
невих бiотканинах c1 близькою до швидкостi звуку у водi [1, 3, 5]: c1 ≈ 1500 м/с.

Численнi експерименти свiдчать, що швидкiсть поширення поперечних хвиль у
поверхневих бiотканинах c2 є дуже низькою (десятки або, навiть, одиницi метрiв за
секунду) [1, 3, 7]. Низька об’ємна стисливiсть м’яких бiотканин νto0.5 дозволяє легко
оцiнити фазову швидкiсть поперечної хвилi через вiдому величину модулiв Юнга i зсу-
ву [1, 6]:

c2 =
√
G/ρ ≈

√
E/(3ρ) ≈ 1.51 м/с. (1)

Оцiнка хвильових розмiрiв тiла людини показує, що на частотах нижче 1.5÷ 2 кГц
поздовжнi хвилi в бiотканинах не затухають. На вiдмiну вiд цього, затуханням попере-
чних хвиль для практично важливих випадкiв нехтувати не можна [1,5,6]. Будемо його
через узагальнений комплексний модуль зсуву G∗ = G+ i(G′ + ωG′′). Значення G′ i G′′

слiд обирати за результатами тестових розрахункiв.
Як показує досвiд, при моделюваннi взаємодiї сенсора чи вiбратора з поверхне-

вими бiотканинами найбiльш природно розглядати задачi про навантаження штампом
деформiвного шару м’якої бiотканини, який лежить на кiстковiй основi зi значно бiль-
шою жорсткiстю [6]. Виходячи з порiвняльного аналiзу фiзичних параметрiв м’яких i
кiсткових тканин [3], можна зробити висновок, що при аналiзi особливостей контактної
взаємодiї на поверхнi грудної клiтки людини можна деформiвний шар, який лежить на
абсолютно твердiй основi. При контактнiй взаємодiї вiбратора з поверхнею тiла людини
має iснувати певна частотна смуга, для якої в формуваннi iмпедансних властивостей
контактної дiлянки поверхнi участь бере фактично лише стовп бiотканини, що знахо-
диться безпосередньо пiд зоною контакту. Це припущення дозволяє значно спростити
фiзико-математичну модель дослiджуваної системи, розглянувши задачу про вимуше-
нi коливання скiнченного пружного цилiндра з вiльною бiчною поверхнею i торцями,
осьовi змiщення яких вважаються заданими.

2 МАТЕМАТИЧНЕ ФОРМУЛЮВАННЯ I РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI

Нехай до торцiв кругового цилiндра довжиною 2h й радiусом a (рис. 1) вздовж
його осi прикладено гармонiчне за часом кiнематичне навантаження U0e

iωt. При цьо-
му дотичнi напруження на торцi покладемо рiвними нулевi. Бiчна поверхня цилiндра
вiльна вiд навантажень.
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Рис. 1.

Матерiал цилiндра вважаємо iдеально пружним – його динамiчнi деформацiї
описуються рiвнянням Ламе, яке для гармонiчного випадку має вигляд

c21 grad divu− c22 rot rotu = ω2u. (2)

Тут u = {ur, uθ, uz} – вектор амплiтуд змiщень [8] (експоненцiйний часовий множник
опущено). Оскiльки задача в такiй постановцi має осьову симетрiю, то в усiх спiввiдно-
шеннях ∂/∂θ ≡ 0, uθ ≡ 0.

Запишемо граничнi умови на бiчнiй поверхнi

σr = 0, τrz = 0, при r = a, |z| ≤ h (3)

i на торцях цилiндра:

uz = ±U0, τrz = 0 при z = ±h, 0 ≤ r ≤ a. (4)

Нас буде цiкавити механiчний iмпеданс торця, оскiльки цю характеристику мо-
жна визначити експериментально. Вона визначається за формулою

Z = Fz

iωU0

=
2π

iωU0

a∫
0

σzrdr при z = ±h, (5)

де Fz – повна реакцiя торця цилiндра вздовж осi z; σz – осьовi механiчнi напруження
в цилiндрi.

За умови гладкого контакту загальний розв’язок задачi для змiщень має вигляд

ur = A0J1(k1r) +
∞∑

n=1

cos ηnz
[
AnI1(q1nr) + A∗

nI1(q2nr)
]
,

uz = U0
sin k1z

sin k1h
−

∞∑
n=1

sin ηnz
[
An

ηn

q1n
I0(q1nr) + A∗

n

q2n
ηn

I0(q2nr)
]
.

(6)
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Тут Js та Is – вiдповiдно звичайнi й модифiкованi функцiї Беселя першого роду; A0, An

й A∗
n – невiдомi коефiцiєнти рядiв Фур’є;

k1 =
ω

c1
; k2 =

ω

c∗2
; c82 =

√
G∗/ρ ;

ηn =
πn

h
; qln =

√
η2n − k2l ; l = 1, 2.

Визначивши невiдомi ваговi коефiцiєнти з граничних умов, остаточно отримуємо

1

2GU0

h

πa2
Fz=χk1h ctg k1h− 2(χ−1)2J1(k1a)

χk1aJ0(k1a)−J1(k1a)
+ 2(χ−1)2

∞∑
n=1

k41k
2
2

q41nη
2
n

I1(q2na)

ΔA
n

, (7)

де

ΔA
n = αn

[(
1− (χ− 1) k

2
1

q21n

)
q1na I0(q1na)− I1(q1na)

]
−
[
q2na I0(q2na)− I1(q2na)

]
;

n = 1, 2, . . .

3 АСИМПТОТИЧНИЙ I ЧИСЕЛЬНИЙ АНАЛIЗ

Насамперед, дослiдимо низькочастотну поведiнку iмпедансу торця цилiндра при
гладкому контактi зi штампом. Випадок ω → 0 з практичної точки зору вiдповiдає дiа-
пазону частот, в якому довжини поздовжньої й поперечної хвиль значно перевищують
характернi розмiри цилiндра.

Очевидно, що при k1 � 1 нескiнченна сума в формулi (7) має значно вищий по-
рядок малостi, нiж два першi члени. Тодi, замiнивши цилiндричнi функцiї на вiдповiднi
асимптотичнi вирази в околi нуля, отримаємо з точнiстю до O(ω2):

lim
ω→0

Z = πa2

h

[
1

iω
E + iωρ

(
1

3
h2 +

ν2

2
a2
)]

. (8)

Цей результат дає можливiсть оцiнити ступiнь залучення пружного матерiалу цилiндра
до контактної взаємодiї торця зi штампом. Виявляється, що за умови гладкого контакту
пружна характеристика формується за рахунок усього стовпа матерiалу пiд штампом,
а iнерцiйнi властивостi визначаються лише вiдносно невеликою кiнцевою зоною, яка
здiйснює iнтенсивнi коливання. З формули (8) випливає проста оцiнка для частоти
резонансу цилiндра на поздовжнiй хвилi fr:

fr =
1

2π

√
E

ρ

(
1

3
h2 +

ν2

2
a2
)
=

c2
√
1 + ν

2π

√
2

3
h2 + ν2a2 . (9)

Перейдемо до аналiзу чисельних даних. На рис. 2 показанi експериментальнi й
теоретичнi залежностi механiчного iмпедансу для трьох дiаметрiв робочої частини вi-
братора: 2a = 8.075, 11.8 i 16.03 мм, якi вiдповiдають даним, наведеним у статтi [9]. Ви-
сота цилiндра й фiзичнi характеристики його матерiалу обирались такими: h = 6.5 мм,
ρ = 1100 кг/м3, c1 = 1500 м/с, c2 = 1.51 м/с (G = 2.5 кПа). Експериментальнi кривi [9]
позначенi неперервними лiнiями (чим бiльший дiаметр вiбратора, тим вище розташо-
вана крива). Розрахунковi залежностi показано штриховими лiнiями.
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Рис. 2.

З графiкiв видно, що реальнi частотнi залежностi ImZ iReZ не мають вираже-
них пiкiв, пов’язваних з резонансами шару для поперечних хвиль. Розглянуваши рiзнi
моделi затухання, можна прийти до висновку, що найбiльш згладженими є частотнi
залежностi для ImZ при G′ = 250 Па, G′′ = 0.25 Па с.

Зауважимо, що в областi частот f > fr кривi для iмпедансу, обчисленi з ура-
хуванням поперечних мод лежать помiтно нижче як експериментальної кривої, так i
асимптотичної залежностi Zlf . Це природно, оскiльки наявнiсть скiнченної пружностi
при зсувi робить систему бiльш жорсткою. Зближення теоретичних i експерименталь-
них залежностей можна очiкувати при розглядi фiзичного об’єкта, частина поверхнi
якого залишається поза торцем робочої частини вiбратора (плоско-паралельний шар,
цилiндр з радiусом, який значно перевищує a, тощо). Очевидно, що наявнiсть вiльної
поверхнi збiльшить приєднану масу системи, компенсуючи пружнiсть, яка вноситься
поперечними модами. Що ж до низьких частот (f ≤ fr), тут добре працює низькоча-
стотна асимптотика (8). Слiд вiдзначити, що ескперимент дає величину затухання, яка
у всьому частотному дiапазонi значно перевищує розрахунковi значення. Для об’єктiв, у
яких частина поверхнi залишається поза контактом з вiбратором, можна сподiватись на
зростання ReZ за рахунок випромiнювання акустичної енергiї в цю зону з подальшою
її дисипацiєю. Високий рiвень ReZ на дуже низьких частотах може бути викликаний
неiдеальнiстю умов проведення експеримента.

ВИСНОВКИ

1. Урахування iснування поперечної хвилi є принциповим для правильного опису ха-
рактеру частотної залежностi механiчного iмпедансу поверхнi тiла при контактнiй
взаємодiї з вiбратором.

2. При порiвняннi розрахункових даних з результатами вимiрювань механiчного iм-
педансу на передплiччi людини встановлено, що теоретична модель в цiлому вiрно
вiдображає основнi риси контактної взаємодiї поверхнi тiла з вiбратором. Пiсля
вдосконалення фiзичної моделi через розгляд об’єкта, частина поверхнi якого за-
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лишається поза робочим торцем вiбратора, слiд очiкувати подальшого зближення
теоретичних даних з експериментальними.

3. Проведене моделювання не дозволило зробити остаточного висновку про величину
й частотну поведiнку коефiцiєнта затухання поперечної хвилi в м’яких тканинах.
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