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�
�����	��-��
��� � �
�	����	� ��
!
"!���� ������� �����. #���
	���
 ��
���� �
�
��
��	��
	
 	
 ����	�� �
���� ���������� �$
��� 	
 ��
 ���������
	���
 � 	
 �
		��
� �
�
����� �
�������	�� ��
��������� � ��	
��������� ��� �$��� �����������
���$�		���� � 	�������	�� �����. #�����
��		�� ����� �	����
� %
	��� ��&�	�� ��
-
���
�� 	
 ���	��	���	�� �����	�� �
���	������� ��	 � 
�������� ����� ���������-
	
�	�� ������ �������� ��
!�	��, ������� 	� ���"� ����
 � 	�������	�� �����.


�
��

' �������!�� ��$��
���� 
����
 $�
 �����	
 �
� 	
���
��
� “���������
”

��������� ������ �
���	������� ��	 � �
�	����	� ��
!
"!���� ������� ����� [(],
���
�
"!
��� � ���� �	�����	�� ������� ��	����� �����	��, 	
�$��� �
�	��� �� ��-
����� ���"��� ������
� �� )��������
� ������
��� ������ ��	� � *�
�	������
)����� ��������� $���!�� ��	 [2], �
�"�
"!���� � ���, ��� �� ��
!
"!���� ����� ��-
���������� ������	�� $���!�� ��	 ���	
����� 
������� � �
�� ������
�� 	� ����-
��" ��	�, 
 “����		�"” $���!�" ��	�, �
�������
	�"!�"�� �� ��������", �
�	��
(�� ���������	
�	��) ������ �������� ��
!�	�� ��
 [3]. #�
��������� ���" ����-
���
	�� �
��	����	����� �
�������
	�	�� �
���	�� ����� ��	 �� ��
!
"!���� ����-
��� ��
� ������� ���$�		�� �����	�� ��������������� )�������, ��
!�� � ��	���
��	����	����
	�� �
���	�� ����� ��	���� ���������� [4-7]. %
�
�������� )�� 	
��
�-
�	�� ��	
�������� ������ ��������� � ������ ����������, ������ ��
�
��, ��� 
�����
	�������	�  ����
���	�� �
		�� � �����$
� ����
	�� �����������		�� �����	���� ��	
�� ��
!
"!���� ��
�, � �����������		� ––  ������ ��&�	�� ����$	�� �
�
�.

' 	
����!�� ���
�� ����
���� �
�
�
 � “�����������” ��������� �����������
��	, �����	���� ������� ������� �
���	������� ��	�� �
�����	��-��
���, ����!�	-
	�� � 	
�
� ������	
�. %���&� ������	�, ��� � 	�������	�� ������� ����� �
���	����-
��� ��	�� �
�����	��-��
��� ������
�� ����������� ��	� � ����� �
��
�	��� ����-
��!�	���� �
����, �����	������	��� � ���	�� �
�����!���� ����������� ��	� �	�
�
��������� �� ���� 	
��	
 ϑ  � ϕ  – ����������� ������	
�. ' �����������	���� )��-
�� �� ��
!
"!���� ������� ����� �
���	������� �����	�� �
�����	��-��
���  �����-
�
�� � �����	�� ������!�	�� (������
�
����, ��� ��
!�	�� ���������� ������
������
�	�� ��� OZ ). #�����, �
���	������� �����	�� ������!�	�� 	� �
����� ��
�����	�� ������	
�� ϕ , �.�. �
�
�
 ������� ������������	�� � ���" ���������,
����
�
"!�� � 	
��
��	��� ������
 ������ �������� ��
!�	�� ΩΩΩΩ .
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' ���
� �
�	����	��� ��
!
���	��� �����	�� �����, � ���	�$����	�� ���	���
��
�������� �
�����	�� ��
 �� ��	���$��	�� �� 	
 ����	�	�� ������� ������		��, 

�
��� � ���	�$����	�� ���	��� �
�� ��	������	�� ������!�	�� u  	
 ����	�	�� ��-
���� �������� ��
!�	�� [8] �$�$!�		�� ������	�� ��	
�������� ��
�	�	�� 0
�� [9] �
-
�����
���� �
�

)](2)([rotrotdivgrad
21
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uuuuu ��� ×+××+ρ=−

ν−
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G
. (()

1���� G  – ����� �����
, ν  – ��)������	� #�
���	
, 0Ω= kΩΩΩΩ  – ����
� �������� ��
-
!�	��, const0 =Ω , 	
��
��		
� ���� ������
�	�� ��� OZ . 5�
�	�	�� (() �
���
	� �
������	�� ������� ������	
�, ����
		�� � �
�	����	�� ��
!
���	�� �����	��� ���-
��. 6� �
���	������� ���$
	�� � �
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OZ  ������	�� ���	��������� ������	
� ZOrϕ . #�����
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��� )]21/()1)[(/2(1 ν−ν−ρ= Gc  – �������� ������	��, 
 ρ= /2 Gc  – �������� ����-
���	�� ��	 � 	�������	�� ������� �����, ωΩ=ε 0  – 	�������
		
� � �
����� ��	 ��-
��
� �������� ��
!�	��. �
� ���	� ������ � ������ ��
�	�	�� ������� (4) ����
	� ���-
��	��� �
�
����� � ���	�������� εi2 . <�� �$�����	� ��������� �� �	����� ��-
�����
 � � �������� ��&�	�� �������� � ���	�� ���������		�� �
���������� ��	�-
��� ���� λ  �� �
����� ��������� ��	 �� �
����� ω  � ������ �������� 0Ω , �������
	� ���"� ����
 � 	�������	�� �����.
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=��
	������ �&� ���
��, ����
 ������
� �
����
 �
���	������� ��	 ω  	
�	�-
�� ����������� �����" �������� ��
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' )��� ��&�	��� �������	�-�������		�� �����	� 1ξ  � 1ξ , 
 �
��� 5ξ  — ���� ��� ��
&���� ���	�� 
��$�
�������� �
�
��������������� ���������� &������ ������
, ���$-
�
		�� ������ �� ������ �����	�� 1���������
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2
1

2
2

5
c

ω−λ≈ξ . (7)

B�������		�, � ��&�	��� (5) � (6) ������ ������
�� �&� �� ��� �� &���� )����	�	��
�-
	�� �
�
����, �������, � �
��������� �� �	
�
 z ( 0≥z  �� 0<z ), ������
"� �&�
�����!�� �� �����	��
 ��	�, ���
�&���� ��� �
�
���� 	� ����������"!�� �������
1���������
 ������ ���"����.

���
�� !���	�
C
����� 	����
	���		�� ������
	���� 	
 	��	�� � ����	�� ���������
	���


��������" 0=z . #��	��
� �� �	��
	�� ������ ��������� ��� �� ������	
�� z
);,(~);,(~ ω=ω− zruzru rr ,   );,(~);,(~ ω=ω− ϕϕ zruzru ,   );,(~);,(~ ω−=ω− zruzru zz , (8)

���� �!
���	��� �����	�� ��&�	�� �
�
�� � ����������� ���$�		���� � 	�������	��
����� [(0] � ����
���	� ���������� ���
��� ��� ������"!�� ����$�
���
	�� �����
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�����	����� ��&�	�� � ���	��������� ������	
�
�, ��
���� ������ �� ����	���
���������
	���
 0≥z  ����������� � ����

r
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D���
 ��
���� ������, � ������" 	
���� � �����	
�� 	
�����	�� ������ ������ ����-
��!�	�� ����� �����, ��������� �
�
������ ���$�		���� � ������	���� �����	��
 0≈r ,

0≈z  � ��
�������� �
�
��. #�� )��� ������
�
����, ��� �� "$��� ��	��	��� �	
��	��
�
����� ω  �
�������	�� ���$�		���� ���
���� �
��� ��, �
� � � ��
�������� �
�
��.
F���� ����� ������		��� p  � q , �����!��� � ��
���� ������ (9), � �� ���
��	�� ��-
��� �	��	���	���� ������������ �����	��
 ��	 ���
	
���
"��� ���� ��&�	�� �
�
��.
1
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�����	�� (6) ���
���� �&� ��	� �$��
"!�� � ������ z .
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D����
�� ((3) ������
��	� ��&�	�� ��
�������� �
�
�� �� ��	��
 ��
��� � 	
�
� ��-
����	
�. '��	�, ��� �����	
 p  �
�
��������� �	��	���	���� �
��	�� � ������	����
��	��
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��
		�.

�����		�� ����������	��� ��
���	���� �������		��� ��&�	�� ���"��� ���
-
��	�� �� 
������ ��	����� ��� � ������	�� ���
� 	�������	�� ����� 0=ε . '
)��� ���
� �������
���	� 	
�����

2
2

2
2

11
c
ω−λ=ξ=ξ ,          2

1

2
2

5
c
ω−λ≈ξ , ((4)

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ω−λ−=λ 2
1

2
2exp

2
1),(

c
zpzw  ,    

2
1

2
2

2
1

2
2exp

2
1),(

c

c
z

pzu
ωλ −

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ω−λ−
−=λ ,      0),( ≡λ zv

∫∫
∞∞

λλλ
ω−λ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ω−λ−

∂
∂−=λλλ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ω−λ−=ω
0

0

2
1

2
2

2
1

2
2

0

02
1

2
2 )(

exp

2
1)(exp

2
1);,(~ drJ

c

c
z

z
pdrJ

c
zpzruz

∫
∞

λλλ
ω−λ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ω−λ−

∂
∂−=ω

0

0

2
1

2
2

2
1

2
2

)(

exp

2
1);,(~ drJ

c

c
z

r
pzrur . ((5)

#����	�� �	����
� � 
������
� ������!�	�� ((5) ���������� � �
��	���� ���� [((]

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+ω−

+
=λλλ

ω−λ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ω−λ−

∫
∞

22

22

0

0

2
1

2
2

2
1

2
2

1

exp1)(

exp

zr
c

i
zr

drJ

c

c
z

. ((6)

F����
���	�,

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +ω−⋅

+
−=+= 22

1
22

exp
1

grad
2
1~~~ zr

c
i

zr
puu zrr keu . ((7)

#������� � ����������� ������	
�
� ( 22 zr +=ρ  – ����	�� �
����) �����, ��� ��&�-
	�� ((7) ������
���� ��$�� �
�����!���� ����������� ��	� �� �
���	�������� �����-
	��
 � 	
�
� ������	
�

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ωρ−⋅

ρρ∂
∂−=ρ

1

exp1
2
1~

c
ipu ,      0~ =ϑu ,        0~ =ϕu , ((8)

� ������� �����	
��� ��&�.
'� ��
!
"!���� ����� � ������ ���
��	�� �� ������		�� ((() ���	���� � �	-

����

� %
	��� (3) ������
��"��� �
��	���
��

262



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 1–3 ЖОВТНЯ 2003

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−λλ−

ω−
ε−=λ

−ξ−ξ−
ξ− 2

1

2
2

2222
2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

),(
11

5

c
eec

cc
c

iepzw
zz

z ,

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω−λ
ξξ
ξ−ξ

ω−
ε−

ξ
−=λ

ξ−ξ−ξ−

2
2

22

11

112
2
2

2
1

2
1

5 2
2

2
1

),(
115

c
eec

cc
c

i
e

pzu
zzz

,

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ξξ
ξ+ξ−

ξ−
ε−=λ

ξ−ξ−ξ−

11

11

5
2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

),(
115 zzz eee

cc
c

ipzv . ((9)

' ������ �� 	�������	�� ����� �	����
� %
	��� ������ 	� ������"��� � �
��	����
����.

' �
������ ������
 �
�������� �
�������	�� �����	�� ������!�	�� ϕu~  � ��
-
	��	�� �������� 0=z

=λλλ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
ξξ
ξ+ξ−

ξ∂
∂

−
ε−=λλλωλ

∂
∂−=ω ∫∫

∞∞

ϕ

0

0
11

11

5
2
2

2
1

2
1

0

0 )(
2

12
2
1)();0,();0,(~ drJ

rcc
cipdrJv

r
ru

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

λλλ

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

ω−λωε+ω−λ

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
ω−λωε+ω−λ

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−

∂
∂

−
ε−= ∫

∞

drJ

cc
i

c

cc
i

c

c
ri

rcc
cip

)(

2

1

2

1
2
1exp2

2
1

0

2
2

2
2

2
2
2

2
2

0
2
2

2
2

2
2
2

2
21

2
2

2
1

2
1

(20)

6
�	��&�� ������	�� �	����

 � (20) ��	��
	� 	
 ��� ��� �� ����
���	� $��&�� λ
(�� �������� ��	) � �
�� ������ ��������� ��
!�	�� 310−≈ε  � �	
��	
���� ���$��
���	� ��$
������ �� �	����		�� �
���
�� � ���	�������� εi2 , �
�$��
� 	
���
!��
�$�
��� ���������� ∞<λ<0  � ������� 
�������������� �	��������
	�� �����	��
�
�
����. ' ������
�� ������ ���$���		�" ������

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−⋅−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−⋅

∂
∂

−
ε−≈ωϕ

21
2
2

2
1

2
1 exp1exp12

2
1);0,(~

c

r
i

rc

r
i

rrcc
cipru (2()

<��� ������
� ��
���
�� 	
 ��, ��� ����������� �����	�� �� ��
!
"!���� ����� �����-
�
�� 	� ����� �
���	������� ��	� � ����� �
��
�	��� ������!�	���� �
����. *
��-
�
�� “�����������” ��������� � ��	����	�� �� ϕ  ��	���� ��� $���� ����� ����� ��-
���	�� ������!�	�� ϕu~ , 
������
 ������� ��� �
�
		�� �	��	���	���� �����	��
 p
����� ���������	
�	
 ������ �������� ��
!�	�� ����� 0Ω  � �$�
�	� ���������	
�-
	
 �
����� ω . =����	�� �
�
���� � (2() –– 
������
� ������	�� � �������	�� ��	
���	� $���� ����
�� �
���-�$� ���������� ���� �&� ���� �$�
!�	�� �� %
	��"
���	����� ),( zw λ  � ),( zu λ  �� ((9) � �!
���	��� �������	��� 
	
��
 ���� ����
�����	�	��� ������
 ������!�	�� u .

263



АКУСТИЧНИЙ СИМПОЗIУМ “КОНСОНАНС-2003”

���
������
(. 5���� �.?. 6�������� ������ �
���	������� ��	 � �
�	����	� ��
!
"!���� ��-

����� ������
	���� // 6?H 5��
�	�. – (995. – I (. – F. 54–57.
2. Bryan G.H. On the beats in the vibrations of a revolving cylinder or bell // Proc. Cambridge

Phil. Soc. Math. Phys. Sci. – (890. – Vol.7. – P. (0(–(((.
3. 5���� �.?. Q������� �
���	������� $���!�� ��	 � �
�	����	� ��
!
"!����

������� ����� // II QH� “F������		�� ���$��� ���
	��� ���&	�� �����”. C�����-
	
-6�	�. – (996. – �.(.  – F. (37–(4(.

4. 5T��� ?.D. ����
		� ��	��U �’W�����
�T�	�U ��T	����	�U �$��	��, !� �	
��������
� �$�������� ���T // Q
���
���	T ������ T �T����-���
	T�	T ���, – (996. – �.39. – I (.
– C. 7– 8.

5. X��
��� '.D., ����� 6.Q. '�	���� ���������	�� ��������. – Q.: H
��
, (985. – (26 �.
6. Clarke N.S., Burdess J.S.  A rotation rate sensor based upon a Rayleigh resonator // Trans.

ASME, JAM. – (994. – Vol.6(. – P. (39 –(43.
7. Chang C.O., Hwang J.J., Chou C.S. Modal precession of a rotating hemispherical shell // Int.

Jour. Solids & Structures. – (996. – Vol. 33, – No (9. – P. 2739–2757.
8. 5���� �.?. '����!�	�� ������ �������� �
�	����	� ��
!
"!����� �������� ��


��� ��	
�������� 	
�����	�� // V QH� “F������		�� ���$��� ���
	��� ���&-
	�� �����”. C�����-	
-6�	�. – (999. – �.2.  – F. (70–(75.

9. 5���� ?.D.  #�����
	����		�� �����	�� ������� �� // ���. ?H FFFC. Q��. – (990.
– I 6. – F. 55 – 66.

(0. 5���� ?.D. '�����	�� �
����	�� � ������
	����		�� ������ ���������. – �.: ?�
-
�����������
, 2002. – 342 �.

((. *�����	 j., <����� ?. �
$��� �	����
�	�� ����$�
���
	��. �.2. – Q.: H
��
, (970.

264


