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Розвинуто модифiковану фiзико-математичну модель дисперсiї та дисипацiї звуку в

емульсiях за рахунок нелокальної термодинамiчної релаксацiї з урахуванням взаємодiї їхнiх

структурних елементiв. На основi цих уявлень проаналiзовано механiзм формування акусти-

чних властивостей таких середовищ на частотах, для яких довжина звукової хвилi значно

перевищує характерний розмiр мiкроструктури. Показано, що уточнена модель повнiстю узго-

джується з фiзичними уявленнями про характер формування макроскопiчних характеристик

рiдких та разорiдинних емульсiй.

ВСТУП

Мабуть, уперше на особливостi формування акустичних властивостей диспер-
сних сумiшей звернув увагу Л. I. Мандельштам. Вивчаючи поглинання високочасто-
тного ультразвуку в рiдинах, вiн зробив припущення про можливiсть розгляду тако-
го середовища як двокомпонентного [1, 2]. При домiнуваннi термодинамiчної взаємодiї
компонент поведiнка мiкронеоднорiдних середовищ має яскраво виражену специфiку.
Так, М. О. Iсакович наприкiнцi 1940-х рокiв показав, що в емульсiях i бульбашкових
суспензiях вплив термомеханiчної зв’язаностi призводить до появи аномально великих
дисперсiї й дисипацiї звуку, пов’язаних з теплообмiном в околi мiкроструктурного еле-
мента середовища – зерна емульсiї [3].

Зазначимо, що модель Iсаковича [3] будувалася для випадку термiчно iзольова-
них зерен, тобто вважалося, що диспергованi включення в емульсiї розташованi доста-
тньо далеко, щоб їхньою взаємодiєю по температурному полю можна було знехтувати. У
цьому розумiннi емульсiя Iсаковича є слабоконцентрованою. В роботах [4,5] акустичну
модель Iсаковича було узагальнено на випадок концентрованої дисперсної сумiшi, коли
урахування термiчної взаємодiї мiж сусiднiми зернами стає критичним. Це забезпечило
бiльш коректне уявлення про характер акустичних дисперсiї i дисипацiї у рiдких та
газорiдинних сумiшах (насамперед, для низьких частот).

ПОБУДОВА МОДЕЛI

Нас цiкавитиме дiапазон частот, для якого довжина звукової хвилi у середовищi
значно бiльша вiд його мiкроструктурного масштабу. Будемо виходити з припущення
про те, що з макроскопiчної точки зору низькочастотний звук поширюється у двофа-
зному середовищi як у квазiоднорiдному. Тодi у першому наближеннi можна вважати,
що в емульсiї поширюється монохроматична (гармонiчна) звукова хвиля. При цьому
сусiднi мiкроструктурнi елементи пiд час повного перiоду коливання знаходяться пiд
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Рис. 1. Схема переходу до спрощеної геометрiї мiкроструктурних елементiв
дисперсної сумiшi (нульовi iзолiнiї показанi штриховими кривими)

дiєю акустичного тиску, який гармонiчно змiнюється у часi й має практично одну й ту
ж амплiтуду p. Тодi на групу сусiднiх елементiв дiятиме стацiонарне поле тиску peiωt

(тут ω=2πf , f – частота акустичних коливань).

Розглянемо типову структуру двофазної емульсiї, в якiй зерна диспергованi в
середньому рiвномiрно, близькi за розмiрами й сферичнi за формою. Припущення про
таку структурну однорiднiсть дозволить у подальшому ввести ряд спрощень i буду-
вати математичну модель на основi розгляду коливань типового мiкроструктурного
елемента середовища, який включає окiл одного зерна i має певний характерний роз-
мiр (мiкроструктурний масштаб). У подальшому позначатимемо середньостатистичне
значення радiусу зерна емульсiї r0, а середню вiдстань мiж зернами – 2h0.

Коли б структура двофазної емульсiї була повнiстю регулярною, то при p=const
у межах кожного з мiкроструктурних елементiв розподiли фiзичних полiв, породжува-
них гармонiчною змiною тиску, були б iдентичними. Очевидно, що у цьому випадку мiж
сусiднiми елементами має проходити межа, на якiй дорiвнюють нулю нормальнi ком-
поненти швидкостi й теплового потоку. Логiчно припустити, що для високооднорiдної
емульсiї вони будуть близькими за формою та об’ємом, причому зерна диспергованої
компоненти розташованi у їхнiх центрах. Саме зерно емульсiї з прилеглим шаром несу-
чої речовини i слiд розглядати як мiкроструктурний елемент даного середовища.

Коливання мiкроструктурних елементiв пiд дiєю стацiонарного поля тиску peiωt

можна вважати практично чисто пульсуючими, нехтуючи внесками радiально несиме-
тричних компонент. Додатковим аргументом на користь такого спрощення може слу-
жити той факт, що всi термодинамiчнi процеси пов’язанi, насамперед, зi змiною об’єму
середовища [6]. Це дає право наближено розглядати елемент як двошарову сферично-
симетричну структуру: кулю радiуса r0, заповнену диспергованою фазою емульсiї (зер-
но), що оточена концентричним сферичним шаром несучої фази товщини h0 (рис. 1).

Вiдомо, що при поширеннi гармонiчної хвилi з круговою частотою ω швидкiсть
звуку c та коефiцiєнт згасання δ пов’язанi з густиною ρ, об’ємною деформацiєю s i
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амплiтудою акустичного тиску p спiввiдношенням [3]

k̄ =
ω

c
− iδ = ω

√

ρs

p
. (1)

Осереднена густина емульсiї визначається як ρ = ερ1 + (1 − ε)ρ2, де ρj – густини фаз;
ε – об’ємна доля (концентрацiя) диспергованої фази,

ε ≡ V1

V1 + V2
=

1

(1 + h0/r0)3
(0 < ε < 1);

Vj – об’єм, який займає вiдповiдна фаза. Тут i в подальшому iндекс j =1 вiдповiдає
фiзичнiй характеристицi диспергованої, а j =2 – несучої фази. Величинами без iндексiв
позначенi макроскопiчнi характеристики дисперсної сумiшi у цiлому.

Осереднена об’ємна деформацiя сумiшi виражається через розподiли об’ємних
деформацiй sj у кожнiй iз фаз, якi задовольняють термодинамiчнi рiвняння стану, лi-
неаризованi для випадку малих збурень [6]:

s =
1

V1 + V2







∫

V1

s1dV1 +
∫

V2

s2dV2






, sj = p(βj − αjTj). (2)

Тут βj – iзотермiчнi стисливостi; αj – коефiцiєнти температурного розширення; Tj – про-
сторовi розподiли температур фаз при пульсацiях пiд дiєю гармонiчного тиску; j =1, 2.
У межах мiкроструктурного елемента всi величини у правiй частинi рiвнянь стану, за
виключенням Tj , є константами. Розподiли ж температур задовольняють рiвняння те-
плопровiдностi з вiдповiдними комплексними хвильовими числами: n̄j =(1+i)nj [3]:

∇2Tj − 2in2
jTj − 2in2

j

Θ αj

ρjCPj
= 0, nj =

√

ωρjCPj

2κj
. (3)

Тут ∇2 – оператор Лапласа; Θ – температура середовища у станi рiвноваги; CPj –
статичнi питомi теплоємностi; κj – теплопровiдностi; i=

√
−1.

Формулювання температурних граничних умов на межi фаз (поверхнях зерен)
не викликає труднощiв – для них мають бути неперервними поле температур та нор-
мальний тепловий потiк через поверхню зерна емульсiї:

T1 = T2, κ1
dT1

dr
= κ2

dT2

dr
при r = r0, (4)

де r – локальна радiальна координата, яку вiдраховуємо вiд центру зерна.
Згiдно зi зробленими припущеннями, внаслiдок синхронностi пульсацiй темпера-

турну граничну умову на зовнiшнiй межi мiкроструктурного елемента слiд задати як
вiдсутнiсть нормальної складової теплового потоку:

dT2

dr
= 0 при r = r0 + h0. (5)

Саме використанням спiввiдношення (5) замiсть умови на нескiнченностi i визначає-
ться вiдмiннiсть запропонованої математичної моделi вiд формулювання Iсаковича [3].
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Явнi вирази для полiв температур, якi задовольняють рiвняння (3) i умову (5), данi у
роботi [4].

Обрахуємо осереднену об’ємну деформацiю середовища. Спiввiдношення об’ємiв
диспергованої та несучої фаз у мiкроструктурному елементi сумiшi буде таким самим,
як i у середовищi в цiлому. Тому вiд iнтегрування по повних фазових об’ємах V1 i V2

можна перейти до iнтегрування у межах сферичного елемента:

s ≈ 3

(r0 + h0)3





r0
∫

0

s1r
2dr +

r1
∫

r0

s2r
2dr



 . (6)

Опускаючи очевиднi перетворення, з формул (1), (4), (6) отримуємо

ω

c
− iδ =

ω

cLL

[

1 − 3i

ωr2
0

Θερc2
LL

√
κ1κ2

(

α1

ρ1CP1

− α2

ρ2CP2

)2

FT (n̄1r0, n̄2r0, n̄2h0)

]1/2

, (7)

де cLL i βLL – лаплас-лапласiвськi (адiабатичнi) швидкiсть звуку i макроскопiчна сти-
сливiсть, характернi для частот, на яких процес об’ємної деформацiї є адiабатичним як
для емульсiї в цiлому, так i у масштабi мiкронеоднорiдностi [3, 4]:

cLL =
1√

ρβLL

, βLL = ε

[

β1 −
Θ α2

1

ρ1CP1

]

+ (1 − ε)

[

β2 −
Θ α2

2

ρ2CP2

]

.

Видiлена у виразi (7) безрозмiрна функцiя, яка характеризує залежнiсть акустичних
параметрiв вiд термiчних хвильових розмiрiв мiкроструктурного елемента, має вигляд

FT (n̄1r0, n̄2r0, n̄2h0) =
ϕ11ϕ22

√

κ1

κ2
ϕ11ϕ21 +

√

κ2

κ1
ϕ12ϕ22

, (8)

ϕ11 = n̄1r0 − th n̄1r0; ϕ12 = th n̄1r0;

ϕ21 = [n̄2(r0 + h0) − th n̄2h0]; ϕ22 = n̄2h0 + (n̄2
2r0(r0 + h0) − 1)th n̄2h0.

Частотно-залежний член у формулi (7) пропорцiйний до квадратичного множника,
утвореного рiзницею термодинамiчних параметрiв компонент сумiшi. Тому чим сильнi-
ше вiдрiзнятимуться їхнi густини, питомi теплоємностi й коефiцiєнти температурного
розширення, тим яскравiше будуть вираженi дисперсiя й дисипацiя у середовищi.

АНАЛIЗ I ВИСНОВКИ

Як було показано в роботi [4], для фiксованої комбiнацiї диспергованої й несучої
фаз залежнiсть c вiд хвильового розмiру зерна емульсiї та вiдносної вiдстанi мiж зер-
нами h0/r0 є унiверсальною для всiх абсолютних значень r0. Водночас, в аналогiчнiй
залежностi для δ можна явним чином видiлити множник, обернений до квадрата радi-
уса зерна. Це дозволяє стверджувати, що при однакових n1r0 та iнших рiвних умовах,
термiчне затухання в емульсiї з дрiбнiшими зернами буде вищим.

Асимпотичний аналiз показує, що при h0→∞ та κ2/κ1→∞ вираз (8) переходить
у формулу, яка вiдповiдає наближенню Iсаковича [3]. Дiйсно, при цих умовах зерна
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Рис. 2. Залежнiсть дисперсiї й дисипацiї звуку вiд термiчного
хвильового розмiру зерна для бензолу, диспергованого у водi:
неперервнi – з урахуванням термiчної взаємодiї, штриховi – за Iсаковичем [3];

а – величина дисперсiйного стрибка ∆c=(c−cLN)/(cLL−cLN ),
б – зведений дисипативний коефiцiєнт r2

0
δ;

1 – h0/r0 =0.2, 2 – h0/r0 =1, 3 – h0/r0 =2, 4 – h0/r0 =5

емульсiї “не вiдчувають” присутностi сусiдiв i поводяться як iзольованi. У випадку ж
h0/r0 =const, ω→∞, високочастотна асимптотика безрозмiрної функцiї (8) буде дещо
iншою: хоча швидкiсть звуку в середовищi при ω→∞ i буде прямувати до cLL як при
врахуваннi термiчної взаємодiї зерен, так i при нехтуваннi нею, але з рiзним характе-
ром наближення. Очевидно, що рiзниця буде тим бiльшою, чим щiльнiше розташованi
зерна [5].

Дослiдимо низькочастотну асимптотику швидкостi звуку в дисперсних сумiшах.
Легко пересвiдчитись, що при ω→0

lim
ω→0

c = cLN =

[

ρβ − Θ
α2

C∗

P

]

−1/2

, C∗

P =
ερ1CP1 + (1 − ε)ρ2CP2

ρ
. (9)

Така швидкiсть звуку дiстала назву iзотермiчно-адiабатичної або ж лаплас-ньютонiв-
ської. Зауважимо, що запропоноване визначення макроскопiчної питомої теплоємностi
емульсiї C∗

P коригує неточнiсть, допущену в роботi [3], де осереднення помилково про-
водилось по об’ємних, а не по масових частках компонент, що суперечило б означенню
цiєю фiзичної величини [6]. Зауважимо, що навiть для дисперсних середовищ з силь-
но неоднорiдними компонентами рiзниця мiж низькочастотними значеннями швидкостi
звуку при рiзних способах уведення C∗

P практично нiколи не перевищує 1. . .2 %.
Насамкiнець, розглянемо графiки частотних залежностей акустичних дисперсiї

та дисипацiї в емульсiї бензолу у водi рис. 2 (n1 =n1(ω)). Фiзичнi константи речовин-
компонент взято з довiдника [7]. Видно, що для дисперсної сумiшi такого типу врахува-
ння термiчної взаємодiї зерен виявляється суттєвим при n1r0 <1, особливо для визна-
чення коефiцiєнта згасання у середовищi (модель з iзольованими зернами завищує його
низькочастотнi значення).

Таким чином, запропонована фiзична модель, зберiгаючи в цiлому логiку пiдходу
Iсаковича, природним чином узагальнює його на випадок емульсiй з близько розташо-
ваними мiкроструктурними елементами.
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