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A new analytical method is developed to predict noise generated by turbulent flow near trailing edge of a 
rigid half-plane. In this method, the turbulent pressure fluctuations, rather than the Lighthill’s sources, 
are chosen as the noise sources. It allows one to use for the chosen sources the information which is 
already available in the scientific literature, and hence, save much time required for making the 
corresponding numerical calculations. Also it is important that, in making such calculations, the 
developed method does not impose any restrictions on the minimum value of the frequency step. 
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�������	
 ���, �� ��	�������� ������	�	��� ���
��� �� �
��� ���	����� 
�	��	�� 	������� 
 �������	�� 
	�����. �� �	������		� ����� ��
� �������� 
�������������� ����
� !����
� ��� 	��	��	
 "" ����#
��$
" [1-4]. %#��������	
 � ������ 
����� ����
� �
����
�	
 ���	��	
 �����
 ����’�������� �����	��� ��� �����	�-
�	�
���	��� ��������. &����� ���� �����
� ����� �
�	��	
 	���
�� 
 ��������, � 
����� ���
 ���������		�. '���� ��
 ��	�, ���	������� 	� !����

������� �����		
 
����� (���, ���������� 	���	���
 ���� �����	�" 
 ���	�" 
	#����$
" ��� ��������� 
��
� (�������
 ���
", ������" �����	� ����������, ���� � �����
, ���	��
� 
������	�	
���, � ���� ���’���	
 �
 �	��	��� �������� ���������. )� �	��	� �	���� 
"�	� ��������
���. *	(�� �������� 	���
��� ���	���	�� �����
� � �����
��� 
������	�� � "�	
� ������ ��������
� �������	�� �� ������ ����� �� ������
. '�� $���� 
����������, �� ��� ���	(�		
 ����		���� �� ������� ������	��� �	���		� �����	� 
������� ������	� ���� �����, �� $
 ������ �����
 ������ ����
�	���. + ���
� �����$
" 
��	���� ������� �) � �������		
 	���� �����
� ����’�����		� �����	�� ���	��	�� �����, 
����
, ������ �� ��	(�", �� �����
�	�" �� ������ �������� ���	���
, ����� � 
�����
��� ��������� �����	�� 	���
�
�; �) ��� � � ������		
 ���	$����� 
	(�� 
�����
� �	������		� ���	���	�� �������	�� ��
�, ��
 � 	� ���	������� �����	� 	� 
����
" !����
�. 

+ ��	
� �����
 ������������ ����� ������� ����. 0
	 � �	�
���	��. + 	���� � �����
 
����� (��� ����������� ������	�	
 �����$
" �����. )� ��� �����
��� 
��������������� �� 	�� ��� �
���� � 	������" 
�������� 
	#����$
�, � �
���� ������� 
������������ ���, 	����
�	�� �� �
��
�	��� ���	���		� ������������� ��� (���. 
0������ ��� $���� � ��, �� ��� ����	�		
 �
����
�	�� �����	�� �������	�
� � ������ 
�������	��� ������ 	� 	���������� 	
���� ������	� 	� �
	
���	� �����	� ����� �� 
������
. 
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1. �����
���� 	����� 
 
2����������� ������� �
�����	� Sr (x < 0, y = 0) � 	�������	��� ���������
. 6� 

"" ����	
� ������	
 � ����� ����� x < 0, y = 0, / 2zz L�  ����������� ���
�, ����� 
������������ � �����	������	��� �� ���� x = 0, y = 0 	������� (2��.1). 9��
� � 
������	�	��, ��� ������	�	� (����
��� U, ���������������� ���� ����� :��� 
, 
�������
��� � ����� �
�����	�, ��	���� (��. 6����
�	� �	���� $� ��� (��� 
 
����	����� �
��
�	� ����	
��� ���� ������������� �
� ��������
� ���
" �� �
�����	�. 

2��. 1 
 

'�� �����$
�	��� �
����
1 �� ����’�����		� $
�" �����
 ������ (���������		� 
�
� ���� �
�����	� Sr ���������� ������
�	��� � 	
� ���������	��� �������� 
!����
� 2 /ij i jT y y� � � , � (���	� �������	� ��� ���������� �
�	�		�� [1-5] 

22
2 2
02

ija
a

i j

T
c

t y y
� �

��
� � �

� � �
.         (1) 

?��	��	��� ������� � �
�	
��� 	���
 	�����	�" �����	�	�� �������	�" (�������
 	� 
������	
 �������" ���������: 

0, 0

0a

x y

p
y � �

�
�

�
,          (2) 

�� ����� ������
	���		� � 	���
	��		
���. 
+ �
�	�		�� (1), (2) a�  
 pa � �������	��� #�����$
��� �
����
�	� ������" 

�����	� ���������� 
 �����, ��’���	��� �
� ����� ��
��
�	�(�		�� 2
0a ap c �� ; t – �����; 

0c  - (����
��� ����� � 	������	��� ���������
; ij i jT u u�	  – 	������		��� !����
�; � 

                                                           
1 )�� �
��
�, �� ���	���	� � �����
, ���	������� �����	� 	� ����
" !����
�. B�
�	� � 	�� ��� ������ 
�����	���
 ���	� �������, �� �’���
��� �
��	� �
�
���� ������� ��� �(� � �����
 (���������		�, � 
���	�����	�� (�� ��(�������� � 
����	��� ��������� ���������
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ui – �����	�	���� (�������
 ����������. C�
� $����, ��� 
 ��
 �������������� 
�
���������		� �� 
	������, �� ������������. 

+ $�
	����	
� ������
 ������	�� ( , , )r z� , ��� ����� � ��������	�� ���������� 
( , , )x y z  ��������� �� ����’�����		� �����
 (���. 2��.1), �������� !����� 
 ����� �����	� 
�
�	�		� (1) ����� ����� ����� [3, 5]: 

2 2
2

2 2 2

1 1r
r r r r z�
� � � �� � � � �� �� � � �� �

, 

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 2 1ij r z

i j

T u u u
y y r z r r r r r r r r�

� � �
� � � �

� � �  �  � � � � � � � � � �
� � � � � � � �� �� � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � �� �

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

1 12 r z
r z

u uu u u u
r z r z z r� �
�� �

� �
� � � � � �

� � � �� �� �� � � � � �� �� �
, 

�� 0 0 0( , , )r z�  - ������	��� ������ (���. 
 
2. �������
� ���� 
 
2.1. �!"#$%&'($' )&#*&# 

'�� �����$
�	��� �
����
+) ����’�����		� �#��������	�" � �������	���� ����

 
���	��	�" �����
 ����	������ 
� ���������		� �� 	�" �������� ���������		� F��’� 

     ( ) ( ) i tg t g e d�� �
�

�

��

� �
� , 1( ) ( )

2
i tg g t e dt��

�

�

��

� �
� . 

9��
 � ������	
� �����
 �
�	�		� (1) 
 (2) 	�������� �
����
�	� ������ ������: 
2

2 2
0

ij
a a

i j

T
p k p

y y
�

� � � �
� �

�
� � ,         (3) 

0, 0

0a

x y

p
y � �

�
�

�

�
,          (4) 

� ����’���� ������� (3), (4), ��
�	� � �������� ?�
	�, ������� ��’��	�� 
	������� [3,5] 

0

2
0

0 0

( , )1( , ) ( , , ) ( )
4

ij
a

i jV

T r
p r G r r dV r

y y
�

� �
�

�
�

� ����
� �� � � �� .      (5) 

+ ��
��
�	�(�		�� (3)-(5) 0 0/k c��  - �������	� ������� ����; �  - ����� 
�������; V0 – ������ (���������		� �
� ���� �
�����	� Sr; r�  �� 0r

�  - ���
��-������� 
�
����
�	� ����� ��� 
 �������	��� ������ (���. 2��.1); � G – #�	�$
� ?�
	� �
�	�		� 
?������$� �� ���
�����	�" ����	
�	�" ���������. 0�	� �������	�� �
�	�		� 

2 2
0 0 0 0( , , ) ( , , ) 4 ( )G r r k G r r r r� � ��� � � � �

� �� � �� � �  
(�� �  - �����-#�	�$
� �
����), ���	��	� ����� 

     
0 00 0, 0

0
x y

G
y

� �

�
�

�
 

�� ����� ������
	���		� � 	���
	��		
���. 
%�
��
�	�(�		� (5) ����� 
� ������� �� #�	�$
" ?�
	� G � �����	�� ����’����� 

���
�����	�" ������� ��� �����$
�	��� �
����
 �� "" ���
(�		�. )
 ��
��
�	�(�		� 
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��
 ���������������� ��� �	������		
 �����
� �� ������������� �������	��� ��� 
 
�������		
 �
����
�	�� �����	�� �������	�
� [3, 5]. 
 
2.2. 
+-$' )&#*&# 
2.2.1. �+#$/&0"%&3 45+657!&8 9"#":& 

G����	
 �������	�� ������	�� � ������ �����$
�	��� �
����� �����
� �� 
������������� �������	��� ��� ������ ���������� 	���	���
 ���� �����	�" 
 ���	�" 

	#����$
" ��� ��������� ��
� ��������
� ������	�	���
, ��
 ���	������ ������ 
!����
�. &�����		� ����" 
	#����$
" ���’���	� �
 �	��	��� ��������� ����, �� 
���������� �� 	�����" (� ����� 	� $
 �������) �#�����	���
 �����	�" � �
�����

 2.1 
���$����� �	������		� ����’����. &�����	�, �� $� �#�����	
��� ���	� ��� �� �	��	� 
�
������� (��� �������		
 �����
�	�" �� ������ �������� ���	���
) � ���
 ������		� 
������������� �������	��� ��� ����� ��������� ������	�	���
, 
	#����$
� ��� ��
 ��� 
�������
�� �
����. 

9���� ���������� � �����$
" ����� 	� ��
	$
 pt, �� ���� 
�	�� ������	� �
��
��� 

�������	�� ��	��. '���� ���������		� �����	� pt � �����
 �������	��� ������ 
(���
��� ����� !����
�) �������� 	��	��	�" ����#
��$
" �������
" �����
. 0�	� ������ 
� ����	��� ��������		
 �
�����	� Sr ��	����	�� ������	�� Sc (x > 0, y = 0) 
 
�������
 ����		��" 	����� ���� x=0, y=0 	� ���� ��� �  ��� (2��. 2), ��� ��������� 
������	�	���
 �
� ������	�� Sc. '�� $���� ��
��� ���� �  ������� �������� ��� 
	��	��	�� ���� ���� 	� �������������� ���	���� �������	��� ��� 
 ������� 
�
�����	� Sr �� Sc �����	��	��� ��� ����	�		
 �����(�� �����$
� [5]. 

 
2��. 2 

2.2.2. �0;<7$:($' 7$<0 
�� �������	�" 	� ���.2 ����#
����	�" �������
" �����
 ����’���� ������� �
�	�	� 

(3), (4) ���	� �������� � �����
 
	������ �� ����
 Ss (x0 > 0, y0 = 0, - Lz/2 �  z0 �  Lz/2) 
��	����	�" ������	
 Sc, �� � ������	�	� ���
� [5]: 

0
0 0

0

1 ( , , )( , ) ( , ) ( )
2

s

a t
S

G r rp r p r dS r
y

�� �
�

�
� �

���
� �� �� � � . 0 0 0( )dS r dx dz�

� .   (6) 

+ #����
 (6) tp�  � F��’�-������� ������	�	��� �����, � G – #�	�$
�� ?�
	�, ��� ��� 
�(� ���� � �
�����

 2.1. )� #�	�$
� ��� ����� ����� [3, 5]: 

/ /
0 02 2

/4

/

R R
uuik R ik Ri

iu iue e eG e du e du
R R

�

�

� �
� �

�� ��

� �
� �� �
� �� �

� � ,      (7) 

��    
1/2

0 0 02 cos
2R

k rru
D R


 
�� � � ��� �
; /

1/2
0 0 0

/2 cos
2R

k rru
D R


 
�� � � ��� �
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 �  � � ; 0 0
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     2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 2 cos( ) ( )R r r x x y y z z r r rr z z
 
� � � � � � � � � � � � � �

� � ; 

     / / 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 2 cos( ) ( )R r r x x y y z z r r rr z z
 
� � � � � � � � � � � � � �

� � ; 

     2 2
0 0( ) ( )D r r z z� � � � . 

+ ���	���� ��
 ����	
 ���
 
	�������		� � #����
 (7) ����������� [5]: 

     0
0 02 sin cos

2Ru k r 
 
�
	 ! ,  /

0
0 02 sin cos

2R
u k r 
 
�

	 ! ,  2 2
0sin / ( )r r z z! � � �  


, �� ����� 0 0 1k r �� , #�	�$
� G 	������ ������ ������ [5]: 
0 /4

0
0 0 0 0

1 2 2 sin cos cos ( )
2 2 2

ik R ie eG k r O k r
R

� 
 

�

� � �
� � ! �� �

� �
.    (8) 

9��
 "" 	�����	� ���
�	� � ��
��
�	�(�		
 (6) ������� ������� [5]: 

0 0

0 0

/4

0
0 0 00, 0

cos
22 sin

ik Ri

x y

G e e k
y R x

�



�

�

" �

�
� !

�
;   

0

2 2 2
0 0 00

( ) ( )
y

R R x x y z z
�

� � � � � � . (9) 

'��
�	��	�� �	�
� ��
��
�	�(�		� (6) �
 ��
��
�	�(�		�� (5) �������, ��, ��-
���(�, � (6) pa ����������� ����� ���� pt, �� ����� � �	��	� �
��
��� 
�������	�� ��	��. 
6����
��� � (5) pa ����������� ����� ������ !����
�, 	����
�	�" 
	#����$
" ��� ��
 
	����. '�-�����, �
�
	������	�� ����� � (6) � ��	���	��, ���
 �� � (5) – ���’�����	��. 
* ��-�����, ���������		� #����� (6) �������� �	�		� "" �
�
	������	��� ������ �(� 	� 
	��	
� ���	�$
 �����
 (���������		� �
� ���� �
�����	� Sr, � #����� (5) – � ��
� 
���	���	
� �����
. )� ������ 	� ��, �� �����	
 �������	�� ������������� �������	��� 
��� �� ��������, ������	��� 	� ��	��
 #����� (6), ��������������� �	��	� ��	(�� 
������� ������ � ���
�	�		
 � �������	���� 	� ��	��
 #����� (5). 
 
2.2.3. �"<7+7($' <)507! "0;<7$:(+4+ 7$<0; 

G�����	�� ������ Pa �������	��� ����� ������������ ������
 �������	�" �	���
" 
�� ������
 �  � ���$
 ��� r�  
 ���	������� �
 ��
��
�	�(�		� 

*( , ) ( ) ( , ) ( , )a a aP r p r p r� � � � � �# #� �� "
� � �� � ,       (10) 

� ����� ����� <...> ��	������ �����$
� ������	�		� �� �	���	�� ���
��$
�, � �
����� 
������ 	� �������	� ������		�. '
����	���� � (10) #����� (6) ��� (���	�� ����� �� 
������� Pa. + ���
  ���
���	
��� ������	�	���
 �
	 ��� ����� ����� [5]: 

* /
/ / / /0 0

0 0 0 0 0 0 0 02 /
0 0

1 ( , , ) ( , , )( , ) ( , , , , )
4

s s

a p
S S

G r r G r rP r dx dz S x z x z dx dz
y y

� �� �
�

� � �
� � �� �� �

�� ��
� � � �� , (11) 

�� Sp � �����	�� �������� ����� pt. Q��� ������	�	
��� �
���	
��, Sp ���� #�	�$
�� 
�(� �
����	
 �
� �������� 
 �������: / /

0 0 0 0( , , , , ) ( , , )p p x zS x z x z S� $ $ ��  ( /
0 0x x x$ � � , 

/
0 0z z z$ � � ). + $���� ���
 �
	 ����������� ����� ������	�-�������� ������ F� ����� pt: 

( )( , , ) ( , , ) x x z zi k k
p x z p x z x zS k k e dk dk$ $$ $ � �

� �
�

�� ��

� !� � ,�� kx �� kz – ������
 ���� � 	�������� 

���� x �� z �
����
�	�. 9��
 #����� (11) �	��	� ����������� [5]: 
22( , ) (2 ) ( , , , ) ( , , )a x z p x z x zP r T r k k k k dk dk� � � �

� �

�� ��

� !� �
�� � ,    (12) 

107



АКУСТИЧНИЙ СИМПОЗIУМ “КОНСОНАНС-2009”

     
2 22 2 0

0 24 2

2 sin ( / 2)( , , , ) cos sin
(2 ) 2 ( / 2)

z z z
x z

x z z

k L q LT r k k
q q Lr


�
�

� !
� �

� , 

     0sin /r r! �
� ,  0 /x xq k k x r� �

� ,  0 /z zq k k z r� �
� . 

�	�
� ��
��
�	�(�	� (11), (12) �������, �� � 	�� ��
 
	������ �������� �� �
��� 
���	���	�� �������, � �
�
	������	
 #�	�$
" ����� �	�
���	� ���������		�. 0
���� 
�����	
 �������	�� ������� Pa 	� ��	��
 $�� ��
��
�	�(�	� 	� ��������������� �	��	�� 
������ ���� 
 	� 	����������� 	
���� ������	� 	� �����	� ����� �� ������
. 
 
2.2.4. 	"4"?@(& 9";-"A5((3 

F����� (6)-(9), (11) 
 (12) ����� �����	�� ����’���� �����
 ��� ��	���$
� (��� 
������	�	�� ���
�� �
� ���� �������" �
�����	� � ������ �������	��� � ��	
� 
�����
 ������. + $�� #������ ��
 �
�
	������	
 �����	� � �
������ #�	�$
���, � 
���
 
	�������		� �
��� ���	���	
. )� ������� ��������� ��
�	�� �� �
��
�	�� �	�
� 
���
�����	�� ������������� ��� (��� � �
����
�	�� ����� ��
	� ��������
� �����
. 
'�� $���� �����	
 �������	�� ����� ������������� 	� ������ ���’���	
 �
 �	��	��� 
��������� ���� 
 ������ ����������� �� ���
�	��� ����� �� ������
. 
 
���
���� 
 

1. + ��	
� �����
 �������	� 	���� ����� �	������		� (���, ���� ��	�������� 
������	�	�� ���
�� ��� "" ������		
 � ���� �������" �
�����	�. )�� ����� � 
�	�
���	�� 
 ���	������� 	� ���������		
 ������ #�	�$
� ?�
	�. 

2. + ������ �������	��� ������ ���
���	� ������� ��	��
�	�" �� 	���	��
�	�" 
������	�	���
 
 ������	� �
����
�	
 ������ �� ���������	�� ������������� ��� 
(���. 

3. &�	��	� �������� �������	���	��� ������ 	�� 
�	������ ������ � ����, �� � 
	���� � �����
 ����� (��� ����������� �����$
" �����, � 	� ������ !����
�. 
)� ��� �����
��� �� �����	�� ����� ��������������� ��� �
���� � 
�������� 

	#����$
�, � �
���� ������� ������������ ���, 	����
�	�� �� �
��
�	��� 
���	���		� ������������� (���. 0������ ��� $���� � ��, �� ��� ����	�		
 
�
����
�	�� �������	�
� � ������ �������	��� ������ 	� 	���������� ������	� 
	� �����	� ����� �� ������
. 
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