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The problem of mechanical properties identification in isotropic inhomogeneous viscoelastic materials 
based on acoustic sensing and recording of the boundary displacement fields amplitude-frequency 
characteristics is discussed. The goal is reduced to the solution of coefficient inverse problems for 
differential operators. Outlines an approach based on the linearization method, applied to the problem of 
non-homogeneous shear characteristics identification in the torsion vibrations case, the results of 
computational experiments in bending and torsion rods vibrations are represented. 
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��������� � 	�
���� ����� ���	���������� � �������
����-��
�������� 

�
����
��� ������ �������������
��� 	������� ���������
��� �� �������. ���� ��� 
���������� �
����
��� ����
����� �	���� �����
�
����
���� ���������� � 
���������� �����, ����� ���
��
��� � �
��
� ������ ��
��
������ �����	����� 
���
[1,2] 	�� ��!��������� ��
��
����� ��	��
��� �
 	�������� � ���
��
���, 
�	��������� ������� ������������ �
����
��� ������ ������� ���"��� ���
���� 
�
�
� ��� ����������
����� �	��
����� [3]. #���� �� �
�	�����
������ �	������ 
���������
��� ���������� �
����
��� �������� �����	���
�
� 	������
 
���������
���, 	����� �
 	����� $�
	� ��!���������� �������
� ���������
��� � 
�
��
� ����� �� ��������� ������� �����	������ [1,2], 
 �
 ������-$�
	� 
	
�
����������� ���������
��� -�
������� �������� ����� 	
�
������ ���� � 
	���!�� �������
��� �������� �������
�
 [4], ���� � 	���!�� ������� ������ 
��������� ���������� �
������ [5]. 

%�
��
� �������� 	�� �
��"����� �
�
��������� ������������ �����	���� 
��� ������� � ����
����� ���"��� 	������� 	��������� �	��
������ �����������, 
������
�!�� ������� � ���������� ������, ��� ���������� 	������������ 
��$���������� ����������
����� �	��
����� � �������"������ 	��������� � ����� 
���� ��!�� 	�����
������ �������. � ���
���, ����
 ��$��������� 
����������
����� �	��
����� 	��������, ������ ������� 	����� �
�
� �	��
���� 
���� �
 
		
�
� ������
����� �
������ &��������
 ������� ���
 (��� ���������� 
�
�
�), ���� �
 �������$��������� ����������. 

'�� ������� ���
���� �
�
�� �������� �	�������� � 	��������� 	���
����� 4 
���������� ������. � �
����!�� �
���� �
 	����� $�
	� � ������
������� ���
��� 
�
������� �
�
����� 	�����"���� ������� ������ 	���������� ���
 (	��������� ��� 
��������). '�� $��� ��������������� ������, �����!���� 
�
���
�� ���������� � 
���������� ������ 	�� ��*����� ����������
��� � ������. +
 �
�
����� $�
	�, ��� 
�������� �	�������� �������� ����� 	
�
������, ��	�������� ������������ 

��������, 	�������!�� �����������
�� �������
�� ������� � 	���!�� 
���������, 
�� �����!�� ���������� ��
�������. +
 ������ $�
	� ��
������� ����
������� 
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	������ �������� ������� ������. '�����"�� 	�����, �����
���� �
 ����!����� 
����������� ��
�������[6] ��� �����	���� ��� � �
��
� �����	��� ���	������� 
������. '�� $��� �
 �
"��� ����
��� ���������� ���
�� ��
��
���� ����������� 
�
�
� 	� ���
!���� ������
������ �
������ &��������
 	������ ���
 � 	���!�� 
�
������� ����������
���� 	������� (� �
�������, �����
 /. +. 0������
). 
'�����
����� 	������ ���������
��� �
�	���������� � ���
�����
���� 
��������������� � ����"��� 	�� 
�
���� ��������� � �������� �����
���. 
 

��������
� ����� ������ ��� 
�������� 
�������� 

 
� �
������ �������
��� ��!��� 	�����
 � �	��������� �����	���� 

�
�
��������� �
�������� �
�
� ���������
��� ��������� �
�
��������� 	�� 
�
���� 
��
���������� ��������� �����
��� ������������� ��������� �
���	������� 
����"�� ����� l , �����
��� � ������� �����
���� 	������������ 	� ������� 
����!�� �������� 
�	����� M , 	����"����� �
 ���
���	������ ����� ����"��.  

7����������!
� ��
��
� �
�
�
 ��� �����	����� ����"�� 	���������� 
	�	�������� ������� � �
��
� 	�����	
 ������������ ��� ��
���������� �����
��� 
[1,2] ����� ���  

� � � �� � � � 0,,, 2 ���� ���	��� xJxJxG p , 

0),0( ��� , � � � � M,lJlG ���� .     (1) 
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������, �	����
�!
� �
��� ��������� ����������� �����, n  - ����� ���
��
���, 
������� � �
���
����
���� �
��
��� ����
�� 	���������, J  - ������ ��	���������� 
�������, pJ  - 	������� ������ �������, 	  - 	�������� ����"��. ����� � 
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��������
� ������� ������ 

 
=��� ����
��, ��� � �
�
�� (3)-(4) �������
 ��	���������
� ������
��� �� 


�	������-�
������� �
�
���������� �
 ����� ����"�� �����!��� ���
: 
)(f),1( ���� , ],[ 21 ��� �      (5) 

'� $��� ������
��� �������� �	�������� ���������� ������ ),( �
g , ��� ��� 
����������� ������ � �
e  � � �
h . >
��� 	�����, ��� ������� ��������� �
����� 
�����
��� �� �����"�� �����
����� �
����. ?
���
����
��
� �
�
�
 	�����
����� ����� 
��������� � ����������� ��$���������� ���
��� �
�
� [3,8].  

>�� 	��������� �	��
������ ����������� � ���
���� �
�
�� ���� ���� 
��	������
�� ��
 	�����
. #��� �� ��� �	��
���� �
 ����� ����
���
���; ��
��� ��� 
��� ������� � �����!��. '��� �������� ��������� �
�
����� 	�����"����, ������� 
�	���������� � 	������ ��
��� ������ (��������, 	���������) �� ������ ������
 

�������
�
 ������� � � � ��
�

�

������
2

1

df,1I 2
 � �
������� � 	���!�� ������������� 


�������
. >
���, 	�����
��� ),(),(),( 10 �
��
�
 ggg �� , 	����
��� � ������� �
�
�, 
� ���� ���
�� �� ������� � ���� �
���"���� 	� ���	���� � : 

),(),(),( 10 �
���
��
� �� .    (6) 
'���
����
� �	��
������ ��
�
���� 	�� ����
����� ���	���� � , 	����� 2 ��
���� 
�
�
�� ������� � 	������ 	�����"����: 

� � � �� � 0),(,, 0
2

00 ���� �
���
��
g , 0),0(0 ���  � � � � *00 ,1,1 Mg �� ���   (7) 

� � � � � � � � � � 0,,,,, 1
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�
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�
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�

��
�
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� � �
���
��
�
��
 gg    (8) 

0),0(1 ���  � � � � � � � � 0,1,1,1,1 0110 ���� ������ gg  
B�
��
� �
�
�
 (7) ��� ����������
������ �
������ 2-�� 	�����
 � 	���������� 
��$��������
�� ���
�
�� 	��� �������� � ������
����� �
������ &��������
 2-�� 
���
. #����
��� � � � � � ��
�
��
 ,,, 00 vg �� , 	����� �
��������� ������ 
����������
����� �
������ 1-�� 	�����
:  

� � � ��
���
 ,, 0
2���v ,      

� � � ��

�
�
�
,

),(,0 g
v

�� ,     (9) 

� � 0,00 ���  � � *,1 Mv �� .      
D�������� (9) � ����������� ��
������ �������, 	�����: 
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�� 

������
����� �
������ &��������
 II ���
: 
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,

),(,,
0

*

1

0
0

2
0 ��� �� 


��
�
����
�




g
dMdttWt ,  (10) 

9
����� � (10) ������
�� ��
��
������ �����
�� 7��	���
 [9], � ��	����� ����� 
������
���, 	����� ������ �������� 
�����
������� �
������ ������������ 
������ ��
����� ����������� ������: 

i

N

j
jijji FWAh
�� #

�1

2
0 ),(),(

3
),( 

�
���
� ,  (11) 

�����
� ���
�
�� ��������. 
>�� ������� ��
���� �
�
�� (8) ���������� ����
�� ������ 1�  	������ 

	�����"���� 1g  � 	�	�
��� 	������ 	�����"����. '�� $��� ���� ��	������
�� 
������ �������
�������, ������� � ����� ��
������ ������ �
�� ������
����� 
�
������ &��������
 1-�� ���
 � �������
������� ����� ������������ 	�	�
��� 

� � 1*1

1

0
00 Md,g ��
�
����� , � 21,����     (12) 

E�� "� �
������ ����� 	���
���� �
 �����
��� 	��������� ���� ����
�����
����� 
�
������ ���
���� �
�
�� ���
 (5). 
#������ ��!�������� � ����� �
��� � (12) 

� � � �� � � �� �
� � � � � � � �� � � � � �� � � ����

���

3112111
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�

�
�

�
�

�

� , 

�
������ �
������ (12) �
 ��
 ��!���������: 

� � � � � � � �� � � �1*21

1

0
00 ReMdxgxhgxe ����������    (13) 

� � � �� � � � � �1*3

1

0
00 ImMdxgxhxe ���������     (14) 

>
���, �
����� � (13)-(14) ������
�� �����������!��� ��
��
������ �����
��, 
	����� � ������� �������
����� �
������ ������������ ������ ��
����� 
�����������: 

� � � � � �1*
1

1
1

1 Re~~ ��� MAghAge
N

k
kk

N

k
kk ��##

��

   (15) 
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� � � � � �1*
1

3
1

3 Im~~ ��� MAghAge
N

k
kk

N

k
kk ��##

��

   (16) 

F
����
 �����
��� ���������� � ��������� ������
��, 	�����
� ��
����� 
mpp ,1, �� �� , �
�
�������!�� ����� ���������. 0
��� ���
���, �� (15)-(16) 

	���
�� ������ m2  �������� �
������ ������������ m2  ����������� ������ 
��
����� ������  

� � � � � �� � mpMAghAge p
N

k
kpk

N

k
kpk ,1,Re~~

1*
1

3
1

1 ��� ##
��

����  - (17) 

 

� � � � � �� � mpMAghAge p

N

k
kpk

N

k
kpk ,1,Im~~

1*
1

3
1

3 ���##
��

����  - (18) 

7�����
 (17)-(18) �������� 	���� ������������, ��� �
��"����� �� ������� 
��	������
� ����� ��������
��� /.+. 0������
 [7].  

 
��������� ������������ ������� 

 
>�� ������� ���
���� �
�
�� ��	������
� ����
������� 	������, �
 �
"��� 

�
�� �������� ���
���� ��
��
���
� ����������
� �
�
�
 	� ���
!���� ������
������ 
�
������ &��������
 	������ ���
. +�"� 	�������
 ������
 �	��
������ �
������, 
�	����
�!
� i-��� �
� �
����� ����
�������� 
�������
:  

�� ��
x

i

l
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g
dMdxWx

0 0
*

0
0

2
0 ),(

),()()(
�
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,   (19) 

��
),min(

0 0 ),(
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xt

i
i

g
dxtW

�




, 
),1()(f),1( i

0
i

1 ������� . 

� � � � ],[),1(),(),(),( 211*1

1

0
00 ��������� ��

��
� iiii Mdxxgxx   (20) 

),(),(),( 1
1

0
2

0 ��� xgxgxg iii �� ��

. 
+
 �
"��� �
�� 	������
 �
�������� ����� ��
����� ������ i

0�  �
 �����
��� ������� 
������
������ �
������ &��������
 2-�� ���
. >
��� ��������
�� ����
 ������� ��"� 
«$��	�������
�����» � 	�������� �
���������� ���!���� �� �
����� �
 ����� 

����"��. ���� �
 $��� �
�� �
�
��
� �������� ������
�
��, �.�. � � %&�� 1f i
0 , 

����
������� 	������ ���
�
����
���, ��
�� � 	���!�� �
�������� ��
����� ������ 
i
0�  ��������
�� 	�
�
� �
��� ������
������ �
������ &��������
 1-�� ���
 (20), 
 

�
�"� ��� ����. '���� ������� $���� �
������ ��������
�� 	�	�
��
 � ����������� 
������, � � �� ����� 	����������� �����!�� $�
	 ����
�������� 	������
.  
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�������������� �
��������� 

 
�������������� $��	�������� 	���������� � ��� �
	�
�������. � 	����� 

�
	�
������ �������� ����
��� ���� ������ 	��������� �
�
������ 	�����"���� � 
	���!�� ������������� 
�������
 	�� ��������� 
	������� ������
��� � ��
���
� 
������� ������, 	�������!�� 	�������� ��������� ���
�������� �������
���� � 
	�����
����� 	����
. 7 	���!�� 	�����"����� ����� ���� ������ ��
 ��
��
 �
�
� 1) 
� �
��"����� �
�
��������� �����	���� ��������� � ����"��� 	�� 
�
���� 
��������� � �������� �����
���; 2) � �
��"����� �
�
������ 	�����"���� � ��
��� 
�������� ������. /�
��� ������
��� 	��
�
� ����
����� $������������ 
��	�������� 
���������. 

�� ������ �
	�
������ �
 ������ �	��
���� ���� ����� ������������ 
	�������
 ����� �������������� $��	��������� ��� �
������� ��	�� ������, 
�
�
�������!�� ��������������. +
 ���.1, 3 	�������� ������
�� �����
�������� 
������, �
�
�������!�� �
���� ��������� ����������� � ����������� ������ ��� 
�����!�� �
����� ���������: 23.01)(e 
��
 , 22.01)(h 
��
 . 7	������ ������ 
	��
�
� ��
��� �������� ������, ��
��
���
�� — �����
���������. ����� ���
��
��� 
����
���� ��������� � 	�����
���� �
���� 05.0n � �. +
 ���. 2, 4 �����
"��� ��
���� 
������������� 	����������. 7����� ��������, ��� 	���������� ������������ �� ���� 
$��	�������
� �� 	����������
 5-7%, 
 �
������ ������
�� �����
�������� 
��������� ��� ���������� ������. F
������� ������
� �
���������� ��� ����
� �� 
	������ �����
��
. 

?�����
�� �������������� $��	��������� �������������� � ����
������ 
$������������ 	����
�
����� 	�����
 ��� �
������� ��
���� �
����������. 
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