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�������� ��	
�������� ��� ��
����, ��� 
 


	�	��	  

 
������ ������ �	
����� ����
������ ���� ����, ���	������� ���
���	���� 

������������ �	����	 ������������ �����	. ����� ���� ��
� ��������� 
�
���������� � V-������� ������������ ����� [1-3]. !� ���������� 	���� ����� �� 
��������������� ���
� �
���������"� ����� 	 	��� 	�����
���� ������ �������� 
����� � �������� �
� #-������� ����� [4,5] (��. ��. 1). $� �����
��� �� 
�������%�� �	
����� ��
�� ��
�������� 	 ��	����� � �
����������, �� ������	����� 
�	
����� 	���� – ������� 
� &�� �����-
��� ��
���. $��� ���� ���
�"����� 
������������ ����� �
� �%���� ������������ ����������� ����� � �������� � 
���
����� �� ���
���. 

���. 1. !���� �����	 � ��������  
 
1. �����	���� ���	�� ����	�� 

 
'������ �� �� �� ���%��� ��� � 	 ��������� ������ [1, 2]  ����� ��
�"���, 

��� ����
����	����� *��������� ����
� ���
������"� ����� ����� �
������� 
�������: ��	������� ���
� ������	
��� ����������� ����������� ������� 
��	��������, �� ������ 	 ����� � ������	
�� #–������� ����, ��������� �� 
����	��� ����������� �������� ������ 	������ rh � �"
�� ���
��� ��������
��� ���
� 
�0, � ����
������"� �� 	����� ����� ����� ���
����"� ����������� ������"� 
������� �
����� d  � �"
�� ���
��� ��������
��� ���
� �1 (��.2).  

� � 
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���. 2. #������� ������  
 
+��	� �� �����, �� 	����� g ��������
��� ��	������� ���
� � �� ��������� b 

�� �����, �������� 
������� "����������� �������� �	��� 	 	��� ����������� 
��
�������� ���� ����
������ �	�� �����	����� ���������� �������, ������ 	 
�������	����� �
����� ������ ��������� ������ S. +�� ���� ���� ����� 
����������� ������������ 	��
� ��� z, ����	
����� ���������
��� �
������� 
������. $���� ������� �	
����� �����
���� �	���	�"� ��
�, �����	����"� ����������, 
��� 	 ��	������� ��
����, ��� � 	 ��
���� "������������ ���� �� ������. +��� ����� 
���������, ��� 	�� ��
���������	�, ��������� ����, ����
���� 	�������, ������ 
�����
��	�� ����
��� ��������� ����� � �
�������� � � �������� �	��� c.  /���� 
���
������ ���������� ���	�� P. 

'�������� *��������� ����
� � ����� ����� ���������� &�	�	�
����� �
����� 
������, ��"�� �	���	�� 	�
�� �� ��	���� �� ����� �� �������� (	 ����� �
���� �� 
��������� z). 0������� ������������ �	����	� ��	������� ��������, ��� ����
���� 
�����	
����� ��
�����
���� ������� �	���	�"� ��
� �� ��� �	�� ��
�. 

!������ ����
� ������ ���, ��� ���	�
��� �������� ���"�� ���
��������� 
������ �
� �%���� ��
� ��	
���� �� �������� �	��� �� ���
������� ���� 
�������%�� �����. 6�����	����, ��� ������� ��
� ��	
���� ��
��� ���	
��	���� 
��	����� #�
��"�
�%�. 

ckkp �� ���� ,02

,     (1) 
"�� � – ������ 8��
���, � – �"
�	�� ������� "����������� 	�
��. 9������� 
�������
� exp(-i�t) 	 ��
������� ����� ������. 

$��� �� ����	� �"�	������ ���� *��������� ����
�� ����� � ���������, � 
����� �� ������������ �	����	, �*���
���� ����	����	����� �� �������������� 
����
�.  
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2. ������	��	 ��������	����� �		��� ������ 
 
�
� ��������� ������ �����	
����� ������ 		���� ��
���� ������� 

�������� (r, �) � %����� 	 ����� � (��. ��. 2). $� ����������� ������� ��	�������� 
�������	����� ����
� ����	����� �� ����
� � ��	������� �� ��	
���� ��
��� 
���� �	�� ��
� 

0�
�
�

sn
p

      (2) 

"��: s – ������� ��	�������, � n – ����
� � ���. 
������� ������ ����� ������ �� ���� ������ ��������� ��
����� [6]. 9 

����	����	�� � ����	��� ����� &��"� ������ 	�� ��������	� ������	�	���� �	���	�"� 
��
� ������� �� ���� ��
�����.  

'�
���� I �������� 	�������� ��
���"� ������� H = rh + d, �. �. �����	����� 
�����������  

r � H ,   0 � � � � 
� "�������� ��
�	���� �� ��	������� ���
� (y = 0): 

0, ,�
� H r
�	
� ��

� 
��
� � � � �� �

.    (3) 

'�
���� << �����	����� �����������  
rh � r � H,    0 � � � �1. 

'�� �"������� ��	�� ��	�������� ������� ����� � ����� ������ � ���
�� ���� 
������ – � ��"��, ��� �������� "������� ��
�	�� 

1

0, , h�
� r r H
�	
� ��

� 
��
� � �� �� �

.    (4) 

'�
���� <I< ����
����� �
�	� �� ������� � �"������� ����������� 
rh � r � H,   �1 � � � �. 

6� "������� ��
�	���� �� 
�	�� ��	������� ������� � ����� ������ � ���
� 
�� ������ – � ��"�� ����� 	�� 

10, , h�
� r r H
� �	
� ��

���
� � �� �� �

.    (5) 

'�
���� IV � V ������	
��� ����� ������� ������ 	���� ��"� ������� rh. 
/�� ��
���� IV �����	����� ����������� 

r � rh,   0 � � � �0. 
!����
��� ��� �"�������� ���
�� � ��	�� ������� �����, &�� �������� �
������� 
"�������  ��
�	��  

�
�

�
��
��

�
�
�


 h

h

rr
rr

,
,0

,0
��

�
�
� .       (6) 

'�
���� V 
���� ����� ���
�� � 
�	�� ������� �����, � �� ���������  
r � rh,   �0  � � � � . 

=��� ��
���� �����
���� �
������� "������� ��
�	�� 
00, , 0 hr r

� �	
� ��

���
� � �� �� �

.      (5) 

'�������� 	���
���� ��������� ��
����� ���������	���� �	����� �� �������� 
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��������� "������� ������. >����� �
� ����� ��
����� ������� �������� ������� 
������ ��	����� #�
��"�
�%�. !� &��� ������ �������� "������� ������ �	������ 
� 	���
����� ��
�	�� ��������� �� "���%�� ��������� ��
�����. 

9 �������	����� ������ �������� �	��� ����� ����
�"����� 	 ��� ��
�����: 	 
��
���� I, ��"�� rS > H, 	 ��
���� II, ��"�� rh < rS < H  � 	 ��
���� IV, ��"�� rS < rh  (�����, 
��"
���� ��. 2, rS = (b2+g2)1/2). �
� ��"� ����� �������� �	���	�� ��
�, 	����������� 
���������� 	 ��������� ��
�����, ���������� 	����
���	����� *���
�� �
� *���%�� 
#��� 	���� ����������"� �
��� � ����������� �������� "���%��� [7], ������ 
�	���	��� �	���	�� ��
� 	 ����	�
���� ����� ��������	� (r,�) � �� ��
������� 
��������
��� ����� ��������� ��������� (rS,�S).  

 

� � � � � � � �
n n

(1)
0 @ @ n S n

0

n n

p ( , ) cos @ cos @ ,
2

1, 0
@ , ,

2, 0

S n
n

iG r r J kr H kr

nn
n

� � � �
�

� �
�



� �
�

� �

��
� � � ��

�� �

  (6) 

"�� ! — �"�
 ����	� �
���; r< — ������� �� r � rS , � r> — ��
���� �� �	�� ��������� 
���������. 

�
� �
����, ��"�� �������� ����
���� 	 ��
���� I, �"�
 ����	� �
��� 
����	����	��� �
������� � �����	
��� �. 9 ����� �
���� 	������� �
� ��	
���� 
�	���	�"� ��
� p0I, ��
������"� ���������� 	 ����	����	�� � *���
�� (6), ����� 	��  

� � � � � � � �

� � � � � � � �

(1)
S

0

(1)
S

0

cos cos ,
p

2
cos cos ,

n n n S S
n

0I

n n S n S
n

J kr H kr n n H r r
i

J kr H kr n n r r

� � �

� � �



�



�

�
� ���� �

� �
��

�

�
,  (7) 

6�
� �������� ����
���� 	 ��
���� II, �� �"�
 ����	� �
��� ! = �1 � 
	������� �
� ��	
���� �	���	�"� ��
� ��������� ����� 	�� 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

(1)
S

0

(1)1
S

0

1

cos cos ,
Cp
2

cos cos ,

.

n n

n n

n v S n n h S
n

0II

m S v n n S
n

n

J kr H kr r r r
i

J kr H kr r r H

n"
�

�

�

� � � � �

�
� � � � �

�



�



�

�
� ���� �

� � �
��

�

�

� ,  (8) 

>, ������%, �
� �
����, ��"�� �������� �	��� ����
���� 	 ��
���� IV ! = �0, � ��	
���� 
�	���	�"� ��
� ��������� p0IV ����� ����� ����� 	�� 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

(1)
S

0

(1)0 0
S ,

0

cos cos , ,
C .

2
cos cos ,

n n

n n

n v S n n S
n

0IV n

m S v n n S h
n

J kr H kr r r
i np "

�
J kr H kr r r r

�

�

� � � � �
�

�
� � � � �



�



�

�
���� ��

� � �
��

�

�
, (9) 

!���� �
� �����
������� rS>H. /�"�� �	���	�� ��
� 	 ��
���� I �
����� �������� 
	 	��� 

� �
0

( )
( )

(1)
n

I 0I n (1)
n n

H krA
H kH

p p cos n�


�
�� � �� .   (10) 
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"�� �"
�	�� *���%�� cos(n�) 	����� ����� ������, ����� �	����������� 
���	
��	���� "������� ��
�	��� �� ��	������� ���
� (3). +�	��������� 
����	�
���� ��&**�%�����	 An ���	�
��� 	���
���� ��
�	�� ��������� �� "���%� � 
��
������ II � III.  

!�
� ��	
���� 	 ��
���� II ������	�� 	 	��� ��������%�� ������� 	�
�: 

� �
0

( ) ( )
( ) ( )

n n

n n

! !
II n n n

n ! !

J kr N kr
B C

J kH N' kH
p cos � �



�

�  
�! "! "�# $

� �� , 
1

F .n
n
�
�

� .  (11) 

0���� �"
�	�� *���%�� cos(!n�) 	����� ��"
���� "������� ��
�	��� �� ������� 
��	�������� ���
� � ����� (4) (�� �=0 � �= �1). !��
���	���
������ ��&**�%�����	 
Bn ��������	��� 	���
����� ��
�	�� ��������� �� "���%� � ��
����� I. 

G��
�"����, �
� ��
�����  III – V �	���	�� ��
� ������� �
������� ������: 

� �1
0

( ) ( )
( ) ( )

( )n n

n n

# #
III n n n

n # #

J kr N kr
D E

J kH N' kH
p cos % � �



�

�  
�! "! "�# $

� � &� ,      
1

H .n
n

�
�

�
�

&
. (12) 

� �
n0

( )
( )

p "$
IV n n

n h

J kr
L

J' kr
cos $ �

'



�

� �� , 
0

J .n
n
�
�

� .   (13) 

� �
n

0
0

( )
( )

"
V n n

n h

J kr
J' kr

p cos (� - )(

(

( �


�

)� �� , 
0

.n
n

�
�(

�
�

&
.   (14) 

9 	�������� (6) K (14) ������ ���������� ����������� �
� *���%�� L����
�, 
M����
� � $������. 

6�� �� ���������, ��� ��
���� 	 	������� (10) �
�"����"� p0I �����	��� �� ��, 
��� �������� ����
���� 	 ��
���� I. 6�
� �������� ����� ��������� 	 ��
���� II �
� IV, 
�� ����	����	���� �
�"����� p0I ���������� ����� ���������� �� 	������� (10) 	 
	������� (11) �
� (13), �� ����	�� �� &���, ��� ������ �
�"����� ��
��� ����� 	�� (8) 

��� (9) 	 ��	�������� �� ��
����. 

/���� �*������ ������� *���%����
���� ��	�����, �����
����� ��
�	�� 
�����	����� �	���	�"� ��
� �� "���%�� ��
����� I, II, III, IV � V. 

1

1

, 0, ,
, , ,

II
I

III

p �
p r H

p �
�
� �

� � *� � +� �
� *� � +�

�
�

�
     (15) 

1, , 0, ,I II
p p

r H �r r � � *� +
� �

& � & � �� �     (16) 

,1, , ,I %
p p

r H �r r �� � *� +
� �

& � & � �� �     (17) 

,, , ,II IV h 1p p 0r r �� � *� +� � �     (18) 

,, ,h 0
IVII 0

pp
r r �r r � � *� +

��
& � & � �� �     (19) 

0, , , ,III V hp p r r �� �� *� +� � �     (20) 

1, , ,h
VIII

pp
r r �r r � �� *� +

��
& � & � �� �     (21) 

!�	��� ���������� �
"������%�� *���%����
���� ����������� (15) K (21), 
�� ����	� ����
���	���� �	����	 ���"���
������ ����	����	����� �����	 �"
�	�� 
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*���%��, ��
���� ����������� ������� 
������� �
"���������� ��	����� 	���"� 
��� ��������
��� ����	������ ��&**�%�����	 An, Bn, Cn, Dn, En, Ln � Kn. 9����� 
���������� �����
���� ��&**�%�����	 ������� ��
����� 	 ������ [1, 6]. 9����
�	 
�� ��������� ��&**�%����� � ������	�	 �� 	 	������� (15) – (21), �� ����� 
��������� ������������ �����������"� ��
� � ������ �������� ��������� [1] 	 
���� 
����� ��������	� 	���" ����� � ��������,  ������	
����"� �� ��	������� ���
�. 
 
3. ������ ����	���� �	��������
  

 
L�
 ��	���� ��	����
���� ���
�� ����"� ��������	����"� ������
���� 

�	���	�� ��
�� ��	
���� �
� �	�� ����	 ������������ �����	: ����%�����"� ����� 
	 	��� ������ ������ (���������� ����� 	 [1]) � �������	����"� #-������"� 
����� (��. ��. 2). $� ��. 3 ������	
��� ������, ����������� �
� ��
����� ������ 
�� *�����	����� ��������� �� ��������� �� ����� b = 6 � � &**����	���  	����� 
����� 4 �, �� &��� 	����� 	�����
���� ������ �
� #-������"� ����� �����	
��� 
3,5 �, � �
��� ������� d – 0,56 � �� �"
� ���
��� �1 = 800. 9 �������	����� 
������ �������� ����
���� � ��	������� ���
� y = 0 (& = 0) . 

9 ������	� �%���� �	����	 ��������"� �� ����� �	���	�"� ��
�, 	����� 
	�
����� ��������� ��	�� �	��� �L. '�� �����
�����, ��� ������� ��	��� �	���	�"� 
��	
���� �� ��������� 	 ����� ����� � ������ � ��� ��"�. 6� ����������� �������� 
����������� 	 	��� "���%�� �������	 ���"� %	���, ���
� ������ ����
����� 	��
� 
��	�"� ��� �����"� ������. 9 ����	����	�� � &���� ���
��� 	������ ��	�� 
�	���	�"� ��	
���� ����������� �	��
��� ������, � ������ – �������.  

G��
����� ������	
����� �� ������� ������, ����� ��������, ��� �
� ������, 
�� ������ �
��� �	���	�� 	�
�� * ��
��� �
���� ������� d (��. 3,� – d/*=0,05, � 
��. 3," – d/*=0,14) ���������� ������� ����%� ����� �
���������� � #-������� 
������ �� ��	��� ��
��
���� �	���	�"� ��
� 	 ���� ���� �� ���
�������. �
� �
���� 
�� f = 850 37 (��. 3,� � 3,�), ��"�� d/*=1,4 	��"�� ����� � �������� �����	
��� 3-
4 �L 	� 	��� ���� �	���	�� ����. 

!� &��� �
����� ��������, ��� ��
���� ������� 	
���� �� ��
��� �� ��	�� 
�	��� 	 ���� ����, �� � �� ���� ����� ����. /�� �� ��. 3,	 – 3,�  ������������� 

���� ����	����	��� 
��� �	��"� ��	�� �L = 0 	9. > ��
� ������, ��� ������ 
���� 
�	
����� �	�������� "���%�� ����� ��	������� � ����	�� ������, �� ����� �	�����, 
��� �
� ����� � �������� 	 ����� �
����� ���� ���� ���.  

/�� �� ��
� �����
����	��� ����"�
���� ������������ �����	. 9 ����� 
[3] �������
��� %�
������������ �� ��������� �� �%���� &**����	����� 
������������ �����	. $�������, ��� ��� ���� � ��&**�%����� ���������� 
������������ &��"�� 	 ���� ���� ����� G = WD / W0, "�� W0 – ��
��� &��"��, 
��
������� ���������� �	��� 	 �������	�� �����, � WD – &��"�� �	���	�"� ��
�, 
���������"� 	 ���� ���� �����. 

$� ��. 4 ��	����� "�*��� ��	�������� 	�
����� G �� ������� 	 ��������� �� 
25 �� 400 #% �
� �
����, ��"�� �
� �
���������"� ����� rh = 4 �, � �
� #-������"� 
rh =3.4 � � d = 3.56 � �� �	�� 	������� ���
��� ������� �0. !� &��� �
� ��. 4,� 
��������� ����� ���������� � ������ b = 6 �, � �
� ��. 4,� — b = 3 �. 

������ "�*��� ����	������, ��� 	 ��������� ������ �� 400 #%, �� ������ 
��������� �������� ������ �������� ���������"� ���� [1], ������	����"� 
	��"��� �� ��	�� ���������� ���� � ����
���� �������� �� �������.  
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�) �)
  

 
���.4  Q�������� ��	�������� ��&**�%����� ���������� ������������ &��"��  

G:GK — �
� �
���������"� �����;GVisor — �
� ����� � ��������. b = 6 �
� 3 � 
 
 
>���, 	 ���
����� ��	������"� ���
��� 	��	
���, ��� ���� � �������� 

%�
��������� �������� ��
���  	 �
�����, ��"�� ���������� �	�
�����  ���� �	���	�� 
����, �� ��	���� �� &��� ������	���� 	����� �����. '������� &�� �����
���, ��"�� 
���������� ���������� ����������  	������ �������, ������, 	 "�����. 
+�����	����"� �� 	��"��� �� ��	�� ��������� ������� �� ������ #-������� 
�����	 �� �������. 
 
������	��	 

 
$� ����	� ��������� ������ ��������� ��
����� ���� ���"�� ������ ������ � 

�������� �	��� �� ��������	
����� ����� � �������� � �������� &**����	��� 
�
"���� �
� ��	������ ���
����"� ���
��� �	���	�"� ��
� 	 ��	�������, ��������� � 
����	�� �����. !�	����� ������ �	���	�"� ��
� 	 ��
���� � �
����� ����������� 
����� �
� �����"� ��������� ������ �� ����� ���������� ��������� ��������
��� 
�����. !����
����	��� ��
������� ��
�����	����� ������, ���	�
�	��� �%����� 
&**����	����� �����	 �
� �	�� ��������� �
� ������� �
����	 �� ����
���	����.  

!��
����� ��������%�� �� ��������� �����	 ����"� ����. 
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