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By the Bubnov–Galerkin method  the problem of forced resonance vibrations and dissipative heating of 
flexible circular viscoelestic  plate with distributed actuators  is solved. The influence of geometrical 
nonlinearity and dissipative heating on effectiveness of active damping vibrations  of the plate  with a 
built–in edge by the piezoelectric actuators is studied.  
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��� �����	
������ �������, ������ �	
��� ������� �� �������� (��� 
�����������) � ������� �����
�	
��� ����	����� ��	��� �������
���� � 	������� 
�������� ���	������� ������� [1–3]. �	� �������� �� ��� ��	���������� �� �	����� 
���	
��� � ��������, ������� � 	����������, ��������� ��������� �� 	��	
����� ��-�� 

��������, ������� 
	���� ���	�!����,  �����	��
	 �������������� 	����	��� � �	.  " 
����� � ���� ��������� ������������� � ������	������ 	��������� ��������� ����� 
�������. #�� ���� $��� � ��������� ��� ���������� �������
���� ������� ����� [3–
5], ����	
�%���� �� ��������� � �����	
�$�� ��������������, �������%�� �
��$�� 
�����	�� � ���
���	��. &���� �� ������� ������� ��������� ������	������ ��������� 
�������� �����, ��������� �� ������������� ����������	������� ���������, 
�������%�� �
��$�� ���
���	��. '������ ������� �	� ������������� ����� ������ 
�������� 	����� 	������� �����$�����, ����	
� ���������� �������� � ���
���	
 ��� 
��������$�� �������� ������������ ���	
���.  �	� 	��������� ����������, ������ 

	����� ������������ ���	
���, � ���!� �	� ���� ���%���� ������
�� ��������� 
��!�� ����� �	������� � ���%���� �������. �	� ���� ��������� ������������� � 
���� 
������	������� ������������ �	� ������������ ��������� ������	������ ��������� 
�������. &���	 ������������ �� ��������
 ������	������ ��������� �	
��� 
������� �	��������� � ������ [6], � ����	�� 	������	��� ������ �� ���������	���� 
���������� �	
���� ������� � ���
���	���.  " ���� 	����� �	��������� �	������!���� 
� 	�������� �
�� ��	������� ���������%�� �����	� ���
�$��, ��� �	� ������� 
�����	���� �� ����	������� ������� �� �������� ����������������. �	��� ����, � ��� 
�	� 	������	���� !������� ��%������� ��	$� 	������	������� ������ ���	��� 
��������� �����	�����, ��� �� ��������� 
�	������ ����������� �������. " ���� 	����� 
�� 
��������� ������������ �������� ����	����� � �����	��
	� �������������� 
	����	���. 
    " ������ ������ 	������	������� ������ � ��
!����� ������� ���������� !����� 
��%�������� �	
���� ��������� �����
�	
��� �������, �� ����	������ ����	�� 
������� ��������� ���������, �������%���� ���� ���	�������� ����	���$��. 
�������� ���	
!��� 	������	�� ����	������� ���������, �������%���� �� 
�	����� �� ��	����������
 �����
 � ��������, ������� � 	����������. *����� 	������� � 
����������� �	����!���� ������� +
�����–'���	���� � ��������� � ������� 
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��	����������� �������. "������ ��	�
�� ��� 	������� �����$�����, ����	
� 
���������� �������� � ���
���	
 ��� ��������$�� ������������ ���	
���. ���
���� 
	������ 
	������� ���	��� ��� �����	��
	 �������������� 	����	���. /������
� ���, 
��	������� �	��������� �������� ��	����	� ������������� ���	
!����, ����� 
�	������� ����	��� �����	��
	� �������������� 	����	��� ��������� ����� ��	� � 
������������ ��	������ �������� ���� �
��$��������� ����������, ��� ��� ����� 
����� ���$��������� ��� ��������� 	��	
�����. /���������� ������� ������	������� 
������������ �� ������
���–, �����	��
	��–�������� ��	����	������, �� 
��������	
�%
� ����������
� ���	
��
 	������� �����$����� � �� �	��������� 
�������� ���� ���	
���.   
 
�	����	
�� �����  
 
     0������	�� ������
� �	
��
� �������
 	���
�� a  � ���%���� 0h  �� ���������� 
�����
�	
���� ����	����. 7� �� ������� ����	������� 	����%�� �	�����	������–
����	���� ����������	������� ���� ���%���� 1h , �������%���� �	
� �� �	
�� ���� 
���	�������� ����	���$��. 7� �������
 ������
�� �������%���� �� ��	����������
 
�����
 �������� 0 cosp p t�� . 7�������� �� ��������� ���������� ������ �����	�� – 
��	���� �����
�. #�� �������� �����	�������������� ��������� ������� 
�������
���� ������� ��	������–8��� � ������������� ������� ������������ 
�����	������� ������ ������� [1–3]. /����	�	
� 
�	�%���� �������� ���� ��������� 

	������� ��������� ���   ���������� � ������������ �����, ���
��� 
	������� 
��������� ��� 
����� � �������� [1–3]  

( ), ( ),r N r N N N rN D N D� � �� � � � � �� � � � � �                                      (1) 

0 0( ) , ( ) .r M r M M M rM D M M D M� � �	 � 	 	 � 	� � � � � � � �                        (2) 
*���� ����������� ����������� [2,3]: 


 � 0 0
0 31 1 0 1

1 [1 ( ) ( ) ] .
2

t

AM h h V D f D D t f d D D f�   
��

� � � � � � � ��                         (3) 

�� �������� � ����!���� � [6] ������  ���	����	�� ������� 

                         0 0 3
11 0 3

0

ˆ ˆ/ , , / ( ), ,M
aw w h r a D D E h

E h
�� � � � � ����  

2
3 4 0 4 40 0

0 0 11 04 0 2
0

ˆ , / ( ) , , / ( ).
(1 )N N

a M E hM E h a t A q pa E h
E h D

 �
�

� � � �
�

�                       (4) 

�	� 
���� ������	������� ������������ ��������� 
	������� ���!���� � 
������������ ����	��$�� [7] ����  ����
�%
� ���	����	�
� ��������
� ������
 
�����	�–�����	��$������ 
	������� � �	������ 
������ ��� ��	���%���� � 
�
��$�� 
����� ˆˆ , :w �  

2
0
11 0 2

1 ( ) 0,M
w wD D w q M

t� � �
� � �

��� � � � � � � �
� � �

�
                                   (5) 

2
0
11

1[ ( ) ] .
2 N

wA D�
� � � �

� �� �� � �
� � � �� �� � �� �

                                         (6) 
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0, 0ww
�

�
� �

�
  �	� 1,� �                                                   (7) 

0� �   �	� 1,� �                                                             (8) 
1 0N�

� �
��

� � �
�

 �	� 1.� �                                                 (9) 

*���� � � ���������� ������ ��� �
����� ��
�������. '	������ 
������ (8) � (9) ��� 
�
��$�� 
����� �������� ����
�%�� 
������� 0rN �   � 0u �  �	� .r a�   
 

�
	� ������	–��������������	�	 ���
�����  
 
        " ���������� ��	�������� ������������� ��
!����� ��	���������� ��������� 
�	
���� ������� �� �������� ���	������� ��	��� ����. 0������ ������ �
��� ������ 
������� +
�����–'���	���� [8]. #�� ���� $��� ����	���� �	����, 	��������� 
���������%�� ������������ � �����	������� ���	
��� �	�������� � ����:  

2 2 2 2 2 2
1 0 1( )(1 ) ( )(1 ) , ( )(1 ) .w q q M M�  �  �  �� � � � � � �                  (10) 

���������� ��	��� �� �	�!���� (10) � �	��
� ����� (6) � �����	�	
� ���
������  
������	����� �����	��$������� 
	������� � ��������� �	���� ������, ������ 
�	�!���� ��� �
��$�� 
����� � :  

3 5 7
1 2 3 4 ,� � � �� � � �� �� ��                                                        (11) 

���  
2

1 2 30 0 0
11 11 11

4 2 4( ), ( ), ( ), ( ) ( ).
4 3 6 ND

A A A
�  �  �  �  � � � � � � � � � � �           (12) 

#�� �	������ 
������ (8) 

 �0

4 1111 / 6 ,A� �                                                                    (13) 
� ��� �	������ 
������ (9)    

0
4 11(7 ) / [2 (1 )].N NA� �� � � �                                                      (14) 

@ �������������� (10) � (11) ������� 
5

2 2
2 2 2

1

, ( ), ( ) ,k
k k k N

k

w D� � � � �  �  � �
� �

�
� � � � �

� �                                    (15) 

��� 

2 1 4 2 1 6 8 100 0 0 0
11 11 11 11

4 20 10 24 , (2 ), , , .
3 3 3

d d
A A A A

� � � � �� � � � � � � � �                 (16) 

*���� ��� �	������ 
������ (8), (9) �������������� ����� 
2 2

1 0 2
11

2 2
1 M M0 2

11

1 2 1(3 ) (1 )(3 ) (1 ) ,
(5 ) 3 6

1 2 1[(3 )(3 ) (1 )(3 )(5 )  (1- ) (1 ) .     
(1 )(5 ) 3 6

  

M M M M
N

M M M M M
M N

d
A

d
A

� � � �
�

� � � � � � �
� �

�  � � � � � � �! "� # $

� � � � � � � � �
� �

*��� /w �� %� � , ������� +
�����-'���	���� 	����� 
	������� (5).  " 	��
������ 
�	������ � ����
�%��
 �����	�-�����	��$������� 
	������� ������������ ( )�  : 

2
1 2M Nm D D Q� & � & � �� � � � ��� .                                                   (17) 

*���� ������ �����������: 
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2 4 6

8 10

5
0 2 4

1 11 2 2 2 0 1 1
1

7 9 11, , ,
3(5 ) 6(5 ) 10(5 )
13 15 1, , ,

15(5 ) 21(5 ) 5
32 1, , 4 .
3 6

M M M

M M M

M M

M M

k k
k

m

D Q q M

� � �' ' '
� � �
� �' '
� �

& & ' � � �
�

� � �
� � �

� � �
� �

� � �
� �

� � � � ��

                       (18) 

�	� ��������� Q   
���������, ���  �
��$�� ( )0 0 1( ) ( ) ( )M M H H� � � �� � � . " 
	��
������ �����	��$�	������ ����  �
��$�� � 
	������� ���!���� ���������� 
������–�
��$�� � �� ��	�� �	��������.  
     7��������� �����	�–�����	��$������� 
	������� (17) ���� �����!����� ����������� 
��
!����� 	��������� ��������� �����
�	
��� ������ �	
���� ������� �	� 
�������� �� ��� ������������ � �����	������� ���	
��� � ����� �
 	������� 
�����$�����, ����	�� ���������� ��� ��������$�� ������������ ���	
���. 
 
������� ������	–��������������	�	 ���
����� ���	�	� 
����	������	�	 ������� [9]  
 
      ��� � �  [10]  ����������, ���   

0cos sin , cos sin ,q q t q t M M t M t� � � �* ** * **� � � �                            (19) 
��� ������� ������������ � �����	������� ���	
��� ������ � 	���������� ������� 

�	
��� �������, ��	��������� �� �����������  

1 / .m� &�                                                                      (20) 
 " ������������ � ������� ��	����������� ������� ��������  

cos sin� � � � �* **� �                                                           (21) 
� �� 
	������� (17) ���
���� ������
 ��
� ��������� �����	�������� 
	������� 
������������ , :� �* **  

2
1 1( ) ,m D D f Q� � & � �* * * ** *** *� � � � �   2

1 2( ) ,m D D f Q� � & � �** ** * * *** **� � � � �          (22) 
���  

21
1 2 2

1 1(1 ) (1 ) ,
4 4C Sf D D D& � � � ��

�  * * **� � � � �! "# $
21

21 2 2
1 1(1 ) (1 ) .
4 4C Sf D D D& � � � ��

�  ** ** *� � � � �! "# $
                                         (23) 

*����  1 D��  ( 1
0

( )D D z dz
�

� � � ) – ���	����	�� ��������� ���
��;   0 0
11 11(1 ),C SD D D D�   – 

���������� ��	����	������ ���������� �����
�	
���� ����	����, �������%�� 

�������� ������� �����	������������� ���	
���; ,M MD D D D* * ** **� �  – ���������� 
��	����	������ ���������� �����
�	
���� ����	����, �������%�� ������� 
�����	������������� ���	
���; 2�  – ����	�� ������
� ���������. 
/� 
	������� (22), (23) ����� ���
����  �
�������� 
	������� ��� ����	��� ������
� 

2x ��  (������
���-�������
� ��	����	�����
 – CDE):   


 � 
 � 
 � ( )2 2 3 2 2 2
12 21 11 12 21 22 11 212 0a a x a a a a x a a x Q� � � � � � � ,                          (24) 
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��� 2 2
11 1 12 2 21 1 22

1 1, (1 ) (1 ) , , .
2 4 4C Sa m D a D D a D a D&� & & &�

�  * **� � � � � � � � �! "# $
 

F	������� (24) ��!�� 
�	������, ������ ������� ������	������� ������������ � 
�������� ���������� ������ ��	���� �������. �	� ���� � (24) ����
�� ����!��� 

0.S CD D D� � � �   
������ ����������� ���������
�	�	 ��	���
�  
 
��� � � [10], ��� 	������ �����	��
	 �������������� 	����	��� �	������� 
������
� 
��� �������
 � ������� ������� ������	������� ������������ � ��������.     �	� ���� 

������������� (������������) �����	��
	� �������������� 	����	��� ��������� �� 
	������ 
	������� ���	��� 

2 4
0 2 42 ( ) 0Ax d d d

a
+ � ,� � �� � � � � �
�

.                                         (25) 

*���� +�  –  �	�������� ������$���� ������	��������� �	��������� �������,   ,  – 
������$����, ��	����	��
�%�� ����������� � ������� �	���� [10], 

0 2 44 , 4(1 ), 16(1 ), (20 12 ).M M MA D d d d� � � �**� � � � � � � �  
�
��� �� ��	$� ������� 1� � ������ ���������� �����	��
	�. 0������ ������ ���
��� 
������� +
�����–'���	����, �������  

2
0(1 ).� � �� �                                                                (26) 

�	������ � (25) �	�$��
	
 +
�����–'���	����, ���
��� 	������  

0 0 2 4
1 1 1 / [1 / 6],
4 4 12

Bx d d d� '� �� � � �� �
� �

    
2 2

, .a a AB,'
+ +

� �� �                         (27) 

 
����� ��������	
 

 
 C����� 	������ ����������� �����	��������� 
	������� (24) ���������, ���, 

��� � ��� ��
��� �	���
������� ������� [10], �	� ������������ � �����	������� 
���	
!����  ������
���–��������� ��	����	������ �
��� ������������� � !������ 

2( 0).& �  �	�	������� � 
	������� (24) �����	�����������
� ���	
��
 �
��, ���
��� 
�	�!���� ��� 	������� �����$�����, ��������	
�%�� ����������
� ���	
��
: 


 � 
 �2 4
31 1 0 1 1/ [12 ].AV q h h� � �� � �                                               (28) 

�	� ������� � ���
���	
 	������� �����$����� (28) ������
�� ��
!����� 
��������� ���������� 	����� �
��, ��� ��� �������� �� �
��� ����	���� ����	���� 
���������. /� ���� ��	�
� ���!� ����
�� ����� ��!�� 	��
�����: �	� 	��������� 
���������� � ����������� �	����!���� ������	������� ������������ �� ������ �� 
�������
 	������� �����$�����, ����	
� ���������� �������� � ���
���	
 ��� 
��������$�� ������������ ���	
���. H��� 	��
����� ��������� �	� 	������ 
�������� 
	������� �����$����� �� 	����� ���!�� ��������� �����, � ��	��������� 	�������  
��������  ������ � 	��������� ���������� �������.  

"��	�� ��!�� 	��
�����, �����	� ����
�� �� ��	�
� (28), ������� � ���, ��� 
	����� ���
���	� �
��� �������� ����������� (� ���
���	
 �
��� ��������� 
����������� 	������� �����$�����), ���� 	����	 ���
���	�  1 2 / 2.� �    

I	���� ��!�� 	��
����� ���!� ����
�� �� ������� ��	�
� (28). J����������� 
�����	��
	� �������������� 	����	��� ����������� � $���	� �������. �	� �����!���� 
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�����	��
	�� ����� ��	� K�  ������$���� �����	������������� ����� ���������� 
	���� �
��. �	� ���� �� ��	�
� (28) ����
��, ��� aV � �  � ��������
���	 ��	������ 
�������� ���� �
��$��������� ����������. �	�	������� �	�!���� (28) ����� ��	� 

,K�   ���
��� �� �������� ������
� ��
!����� ������������ ��������� Kx , �	� 
����	�� ������� ����	��� ��	��� ����������� � ���������� ��������:  

1
1 2 0 2 4

2

1 1 1, (1 ), .
6 4 4 12K K

xx x x B d d d
x

'� � �� � � � � �� �
� �

                      (29) 

�	� ���� ����� ����� ���$��������� ��� ��������� 	��	
�����, ����� �������� 
�� 	���������� �� �����, �� ���������	��� ��	��� ���� �
��$��������� ����������, 
��������� � 	������$��� ��������� ������	������ ���������.  #�� ��	�������� ���� 
������������� �������� maxq , �	� ����	�� �
��� ����� ����� ���� ��� 	��	
�����, 
��������� �	�!���� ��� ������������ ���	
���  / 6Q q�  � 
	������� (29): 


 � 
 � 
 �
1/2

2 2 3 2 2 21 1 1
max 12 21 11 12 21 22 11 21

2 2 2

6 ( ) 2 ( ) ( )x x xq a a a a a a a a
x x x

- .�  / /� � � � � �0 1! "
/ /# $2 3

               (30) 

" ���
 ����������� (27) �����	��
	��–��������� ��	����	������ ���!� �
��� 
������������� � !������, ��� ��� ��� ���������� �� ����	��� ������
� ��������� 
������ ��������� ���!������.  
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