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������ 
 
  ���� ������	� 
 �	��
 ������
����
� ������� ���������
�
 	� �������� ����� 
��		��� ������� 
-� ����	
��		���
 ������. ������� ������ ����	��
��� �
!� 
	�����������		� 	� ��� �������, �����"� ��
�"���� ��	����
� 
 ����������	�	
� ���� � 
���
� ����	
��. #� ������	
� 
 ���
�
� ���������	� ����	
�� 
 �����!�	������	
�� 
�����
�	��, ����������
�	�� ��
��

. $ �
��� ������
����
� �����, � �����"� 
��������	" 
������" ��	����

 ���� � ���
� ����	
��, ��%	� ��	���
 �����", �����"� ���
���� 
��� 
����������� �������� &����
��� [1], � ���%� �����", ������%��'
� ��'
� ������ 
(���
	���� [2] ��� 
�����	�� �%
������ ����". )
%� ��
���
��� �����
� �	��
 
�����		��� � ��
� �������. 
 
�	����� ������ ���	���������� �������
���� 
 ������ �������  
  

����� �"���� � 	���	"� ���� �����
������ �	����

 &����
��� ��� 
��������	
� 
�"�
 	�������	" 	� �	��
 
 �������� ��	��	"� ����%�	
� ���� ����

. )����	
� 
��	��	"� 
��
, ����%�		"� � ��	��� �����
������ �	����

 &����
���: 
 - ���� ��
�
���� �� ���� ���������� ������ ��������� 	������ !
� 

������	������ ����� � ��
	�� �
�����, � ��� !
����!���"�� ������ �� �� 
��������� �������� � ����������� !��������; 

 - �������� ����� ����������� � ��	 ���	
�!���; 
- �
	�, � ����
�� 
��!
���
������ ����, �������� �	��
�	��� �� ����#���� �$����� 

����������� ��������� �����; 
 - �$
���� ������ ����� �� !���� !
�$
���� ����. 
 ������ 
 ��������� ����%�	
� ��		�� ����

 
 �����	� �������� � �
��. *�� %� 
�������� ������� 
 �������� ����%�	
�, �� �	
 ������ 	� ������ �"���	�����. +�� 
 
�����%
�� ������� ��� ����	��!
� 
��������	
�, ���
�
� �����
������ �	����

. $ 
�
��� ��		"� ����� ������� ��	���
, ����� ����� &����
���, 
��������	
� /
�
���, &
�
, 
0��. (���� ������	� � 	
�
 ��%	� ��	����
��� � [3],[4]. �����
���		"� �����" ��%�"� 
��- ������ �"����� ������ 	���	����	"� �������� ����", 	� ����� �����
�� ��� �� 
������	��� ������ ��� 
 	� ����.  
 $ �
��� ����� ���%
� ����� � ���� ������
 ������� ��	���
 �����" [5],[6]. 
/������	�� � ������ [5] �"������ 
���������� ��	����
� ���� � ����'�� �"����	
� 
 
��'��� ����	
� “7�	�����” ������, �����	
�� �� �����	
 �	� 	���	����	���
 ����	
�, 
	���� ��
 ���� ����	�� �
����� �����
	��. # ��� � ���-�� ����%� 	� ������ ����%�	
� 
����

 &����
���. 8�	��� 
��������	
� � ���� ������
 ����"���� [6], ��� �
����� 
����	�	
�, ��
�"���'�� ��	����
� ���� 	�����
�	��	"� �������, 	� ����� ���� 
���"���� �����	�	�" ��	��	��� (	� “7�	�����”, � ������	� 	���	����	���) ����	
� 
 
��	
���'
� � 	�� �����
����
� ����'�	
�. (���� ����, ��� 	�����
�	��	�� ����	
� ���� 
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%� 
� 
 ����%���� �� ����� ��
��������
� � ���	
���. � ���� ���
 ����
	 “7�	����” 
����	
�, ����'� ������, 	�������	, ��������� ����	
� ��
	
���� 	�����������		�� �����
� 
� ��	��
����	

 ����.  
 ���"��� �"���
�� ���
�	"� �����	�	�" 
����	
���, ��������'
� � �������� 
�����������	
�, � ��'�� ������ ���%� 	� �������������� ����%	"�. ��� ���������'
� � 
���%	�� 	�����
�	��	�� ����	

 ��
������	". <����������	�, �������
 ������	
�, �.�. 
�������
�
�, �"��%���� ������
 /������	��, 	�����%	�. )���
���, 
��	�	
� 
������"� �
� 
 �	����

 ���
������		� ��
����� � 
��	�	
� �
	����
����
� ���������� 
����	
�, ��� � ���� ������� ��
��� 	� ������� �����������	
�. � ��	�� �����" [5] 
�����
���, ��� “…���� ��
�
����
� �	��
 ����� �����	 � ���
�

 	��"�, ����� ���	"�, 
������
����
� ������� � ���� ��%	�� 	���	�� ������
”.  
  )
%� ��
���
��� ��	� 
 ���
� �������.  
 
������� �	�
����� ����	���� � 	���	���	������ �
��� 
 
����� 
�	���  
 

� ������ �����
�	"� ��
������� ����� ��� ����� �"����� 	���%� ������������ 
������'
� 
��	�	
�. <	����� ����� ����%������, � ����, 	�����������		� ����� �"����� 
� ����%��'�� �����, ���
����
� �� ���
� 	�����. # ������
	��
�
 
����	�, ��� � ����� 
������ �	����
� ����", �����������	�, 
 ������� 
 �������� ����������	�	
� ���� 
������		�. )�
����� ��'
� ������� ����", ��
�"���'�� �����
���		"� �����		���
, 
�������� ���
� �� <����� [7]. <
����� ����	�	
�, ��
�"���'�� �
	��
�� ������ ���, 
��
�"������ � �
��: 
- ����	�	
� )����-<�����: 

   2( ) 2 ( )
3

dV F grad p divV Div S
dt

� � � �� � � �
� � � � ,     (1) 

���� S�  - ��	�� ��������� ��7�����

. 
- ����	�	
� 	����"�	���
: 

   ( ) 0div V
t
� ��
� �

�

�
,       (2) 

- ����	�	
� ����	�� �	���

: 

   
2

( ) ( )
2

d VCvT F V div PV q
dt

� � �� � � � �
� � �

.     (3) 

 ?���	�	
� (1) 
 (3) ��%	� �����
���� � ������'�� ����� ����	�� �
��: 

 
2 1 2( ) ( ) 2 ( )

2 2 3
V V V rotV F p divV Div S
t

� � � ��
�	 � 
 � �	 � 	 �

�

� � � � � � ,   (4) 

2 2 1 2( ) (2 ( ) )
2 2 2 3

d V p Vh F V div grad V rotV VdivV gradh
dt t

�� � � �
�

�
� � � � � � � 
 � �

�

� � � � � �
.  (5)  

 @���� 
�������� ������, 
��%�		"� � ������ [6]. � ��������� �����
�: 

  

2 2
2 2

2 ( ( )) ( )
2

2 ( ) 2 ( ( ))
3

va div rotv v div vdiv v a
t

div F divV div Div S

� � � � �

� � �

�
� � � 	 � 
 � �	 �	 �

�

� � � �
� � �

   (6) 

 +�� ����	�	
� ���
������ �� ������		"� � [6] ����	�	
� ���
�
 �����	�	���
 
 
������"�
 �
���
. A��
 ������� ����" ������		�, �� �"	���
 �� 
 ��� 	��� 
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�
77���	�
���	��� ��������� 	����. � ������ B@, ��� �%� ����
	����� �"!�, 
��
��������� ���
� ����
�	�" ����������" ����� �"����� ����	
� 	���%�, ��� 
 
��������
���� 
��	�	
� ������
 ����	
�. 
 A��
 %� � ���������	
� ������� ���
� ��, 	� ����������	"� ����
�	�" 	� 
��'�����		", ����� ������� ��%	� ��
��
%�		� ��
���� ������		��. � ����� ������ 
������ ����	�	
� (4) ��%	� 
���������� ������'�� ����'�		�� ��
�� [8],[9]: 

2 1( )
2 2 3

V V V rotV F p V graddivV
t

�� � ��
�	 � 
 � �	 � � �

�

� � � � � �
.    (7) 

�������� ��� �� %� �"�����
, ��� 
 � (4), �����
�: 

 

2 2
2 2

2 ( ( )) ( )
2

( )
3

va div rotv v div vdiv v a
t

div F div V divV

� � � � �

�� �

�
� � � 	 � 
 � �	 �	 �

�

� � � � �
� � �    (8) 

 A��
 �" �����
� � ���, ��� ������"� �����
 ��%	� 	� ��
�"����, �� ���	�� �	����
� 
� ��		�� ������ ���%	� �����	�����: 

   ( , ) 0dS S V S
dt t

�
� � 	 �
�

�
.       (9) 

E��
� ������, ��� ����� �%
������ ����" 
���� ��� ������ ��
��	
�:  
1) �
����� ����	�	
� (2),(5),(6); 
2) �
����� ����	�	
� (2),(8),(9). 

<����� 
�����	�� �%
������ ����" ���������	 � [6].  
 )� ����		"� �
����" ����	�	
� (�����
 1) 
 2)) 	�����������		� ��	����
� ���� ���� 	� 
��
�"����. 
 �"���
� ������ ��� 
 ��'��� ����	
�. 8����
� �	
��	
� 	� ������'��. � ������ 
[6] ��������������, ��� � ���������	
� ��
	
������ �
!� �� ���"� ����'�	
� �������
, 
����	���
, �����"� �������� �����. @�����
����	�, � 	�����
�	��	�� ������ 
����'�		"� ������		"� ����	
� �������� � ���� 	� ������ ���. G���� 
 �������	�	"� 
�������

, ������	"� 	���	����	���
 ����	
�. �"���	
�� �����	
��	
� ��
�	
� 
������	"� 7

����
� ��������� 	� �����������	
� ���%� 	� ������ [5]. �������, 
������
� ���, ��� 
 � ������ [6], �������, ��� ����'�		"� ������		"� ', ', 'V V h h� �� � �

� �
 

�������� � ���� ��� 	�����
�	��	"� �77���" ���� �������
 
 ����	���
. # �
!� ������
 
'', ',V h�

�
 � 	
� – ��� ���, ��� ������	��, ��� 	� ���� ���, �������� � , ,V h�

�
. %��� 

!
	������� ��������� �� ��� �������� !�!���� �!������ ��
���� ����� 
���������
��� !������. ��� �����
 ��� 
	���. &����
�� [1] ��
��� ����� 	�����'�		�� 
������ ������	��� ����������	
� 
����	
��, 	� �"���
� ��%� � ������		�� 
� ����	�	

 
���"� �����"� ����'�	
�. � ���� ��������'
� ����� �� ��
���� &����
���, ��"���, 
��� ��� ������ ����� ���"� ����'�	
� ����	
� (�� ��������	
�), ���%� �"����� 
����	�	
�, 	� �"����� ���"� �����"� ����'�	
� 
 	���. # �
!� � ������� [2], [5] ��		"� 
����'�	
� �"��������, ��
��� ������	�� ����� ������ ������	�� (“7�	����”). �������
� 
����'�		"� 	���	
� ', ', 'V V h h� �� � �

� �
 � ����	�	
� (2),(5),(6), � ���� �"���� 
 

������		��� ��
 %� 	�����'�		"� ����	�	
�, �����
� ���
�
	" ������� ������� ������
. 
� ��������� ���� �����
�: 

  
'

' '' ' 0V V divV V
t
� � � � ��

� � �	 � � �	 �
�

� � � �
,     (10) 

248



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 29 ВЕРЕСНЯ – 1 ЖОВТНЯ 2009

 

2 2 '( ' ') ' ( ) ( ' ' ) (2 ( '))

1 2( ' ' ) ( ' ' ) '
2 3

d dh VV h V V V F a div grad VV
dt dt t

V rotV V rotV VdivV V divV gradh

�� � � � �

��
�

�
� � � � � � � �

�

� 
 � 
 � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �    (11) 

 
2 2

2
2

2

' ' [ ( ') '( ( ) ') ( ' ' )
2

' ] [ ( ' ' )]' [ ' )] ' '
2 ( ') 2 ( ')
3

Va div VV VV rotV V rotV V
t
rotV V div V div V V div V div V a div F

divV div Div S

� � � � �

� � � � � �

� �

�
� � � 	 � 	 � � � 
 � 
 �

�
� 
 � � � � �	 �	 � �

� � �

�� � � � � � � �

� � � � � � � �

� �

   (12) 

 � ����	�	

 (11) 
������������ ����	�!�	
� 2' 'p a
t t

�� �
�

� �
, ������� ��%	� ����� 

�����
�� (�����
 [9]) 	� ��	��� �������� 
	���
�	�	���
 ������� �
77���	�
���.  
 $�� �%� ����
� �
������, ��
 �"���� ������	��� ����	�!�	
� ������� �  	� 
����
��������, ��� ��� �"�� �����	� ��� ���������� , ,V h�

�
. ������? @� ������, ��� 

7

���
 ����	����	�, ��� ������� ���� �������� ����" 	� ��
��'�� �� �����	
� 
 
����	���
, � ��
�
� �
!� �� ����������". �������, ��������� ��� ���� ������	�� 

��	�	
� �����	
� � �
�� �������'
��� ����%�	
� – �%��
�, �� ���"� 
��	�	
� 
�����"� ������		"�, ���	���		"� ���� !��
���, �����
����
 	� 
��	�� � . #��	�	
� 
������
 ����� ����������� �
!� ��
 ��������	� ��'�����		"� 
��	�	
�� 
������
	��
����
� ������� �
����", �����"� 	� ����
� � �"����		"� ���"� �����"� 
����'�	
�. ������� ������������ � ��%��� ����� �������	���� ��� 7�	��
� ����������" 
[8]: 

   
3/2

,const T
T C

� �
�

�
  ��� 122C   ��� ������.     (13) 

 ��-����"�, 	�%	� 
	�����	� ��	
���� 
 ���	
��, ��� ��� �������"� � �������� �  
�
!� ������������ �����	
� �����"� ���	, � 	� � ���� ���� 	� ��	����

 
�
 ��
��	
� 
����. )� ��
�"���� 
� 	���� �'� 
 �� ��� ��
�
	�, ��� ������� ��������	� ���� 
��������� � ����
��	
�� ����������" - ��� 3/2T  (��. (13)). 
 #���, �����
� �
����� 
 ���� ����	�	
� (10),(11),(12), � ������� ��
��������� ���� 
	�
����	"� ', ', 'V h�

�
, �" �� 7���
����
 ����!
�� 	� ��%��. 8�	��� ���� �"��� 
 

����%�	
�, ���
 
���������� ������'��. � �����
������ ����	
�� %
�����
 
����	� [11], 
��� ����� ���� �������
 ��%	� ��������
�� � �
��: 
 

  1 1( )
2 2p pV V grad D r�� � � 


� � � .     (14)  

G���� D const�  - ���
���
� ��7�����

, rotV� �
�� - ������ ��
���		���
. E��
� ������, ” 

�#$� �������� �������� 	������ �!��&��� �
	� ������� � ���	�� ���� 
��!
!������ !����!���"���� 	������, 
�������� !� �
�� ������� �
�������"��� 
���� � �
�'��� (��� ��� ��� ���
	��� ���”. �������, ������ ��
��		�� �"!� 

������

, � �������� 'V

�
 ������ �
!� �� ����� ���"� ��
��'�	
�, ������� ������������ 

����� ������ �����%�	
�-�%��
�, � ��� ������	�� �����
� � �"��%�	

 ��� �������
 V
�

. 
@�����
����	�, ���
� �" ���%	"� 	� �"�� ����	
�, � ��%�"� ��	����	"� ����	� �����	
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��� ���������� �
!� �����	�	�" ��	��� ��7�����

, �������'
� � �����%�	
�-�%��
�. 
��� ������	��, ��� �� ���� �����
��� �	��
�
 
����	"�
 ���	"�
, 	� ���, � �
!� 
7�����", ��
��'
� 	� ��� ����������	�	
�, �����	
� 
�
 	�������� ��	����
�	�� 
��
��	
�. K �� ���, �� ��� ������� ��%	� ��������
�� � �
�� 'V grad� �� � 	

�
, ��������� � 

����	�	

 (14) ��� �������������� ���������, �������'�� � �%��
� 
 �����%�	
�. #���, 
�������� ����'�		��� ����	
� ��������
� � �
�� V ��	

�
. E����� �
����� ����	�	
� 

(10),(11),(12) �����
!�� ���: 

  
'

' ' 0divV V
t
� � � � � � ��

� � �	 �	 � � �	 �
�

� �
     (15) 

 
2 2 '( ' ) ' ( ) ( ' ) (2 ( ))

1 2( ) ( ) '
2 3

d dh V h V V F a div grad V
dt dt t

V rot rotV Vdiv divV gradh

�� � � � � � � �

�� � � � �
�

�
� 	 � � � 	 � � � 	 �

�

� 
 	 �	 
 � 	 �	 �

� � � � �

� � � �    (16) 

 
2 2

2
2

2

' ' [ ( ( )) '( ( ) )
2

' ] [ ( ' )] [ )] '
2' ( ) 2 ( ')
3

Va div V V rotV
t

rotV V div V div V div div V a

div F div Div S

� � � � � � � �

� � � � � � �

� � � �

�
� � � 	 	 � 	 � 	 � � 
	 �

�
� � 
 � � 	 � � 	 �	 �	 �

� � � � �

�� � �

� � � � �

� �

   (17) 

  <
����� ����	�	
� (15),(16),(17) ���� ���	�� �
����� ����	�	
� ��	��
����	� 
	�
����	"� , ', 'h� � . @�� ���� ����" ��!
�� ����� �����
�
 	������
�� �	����� ��!
�� 
����� �
����
	��
�
, � ����, 	�� ��� 	������
�"� �
����
	��
����
� ������		"�, 
��!
�� �
����� ����	�	
� (15),(16),(17) ��� ������		"� , ', 'h� � . 

  )����� �!
�'���. A��
 �� ���
�, 	� ���������	�� ��%	� ���	������. � ���� 
������ (15) �������� ��� %�. K ����
� ��� ����	�	
� (16),(17) 
��	����: 

   
'

( , ') ( ', ) 0S V S V S
t

�
� 	 � 	 �

�

� �
       (18) 

 

 

2 2
2

2

2

2

' ' [ ( ( )) '( ( ) )
2

' ] [ ( ' )] [ )] '

' ( )
3

Va div V V rotV
t

rotV V div V div V div div V a

div F div

� � � � � � � �

� � � � � � �
�� � � �

�
� � � 	 	 � 	 � 	 � � 
	 �

�
� � 
 � � 	 � � 	 �	 �	 �

� � �	 � �

�� � �

� � � � �

�
   (19) 

  G���� S  - �	����
�. � ��		�� ������ ������ �	�����

 h  � �������� ������� ������		�� 

���������� �	����
� S . 

   � ����	�	
�� (15),(16),(17) ������		"� , ,V h�
�

 ���� ��������, ����	���� 
 �	�����
� 
�� ���"� ����'�	
� , ', 'h� � , ��
�"���'
� ���. 8�	��� ���
 �" ������ ������		"� �� 
���"� ����'�	
� �������
� ���	"� ������		"� , ', 'V h h� � �� � �

�
 (
�
 'S S� ) �� ��
 

�����	�%�	

 ��
� ������		"� � ���"�
 ���
�
	��
 , ', 'h� �  (
�
 'S ), �����"� 
��
��������� � ��%��� 
 �������"� ���� ����	�	
� �
����" (15),(16),(17) � ������ 
�����	
, �����
� ���	���� ������� ������� ������
 � ���� 	����	�� ������	���
 ���	"� 
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�
����
	��
����
� ������		"�. )� ��� �� ���	����, � ������� �"�� �"����	� �
����� 
����	�	
� (15),(16),(17) – �� ���
�
	 ������� ������� ������
. +�� %� �������� 
 �
����" 
����	�	
� (15),(18),(19). # ��		��� �	��
� ���%� �������, ��� �����	�� ��
�	
� ���� 	� 
����� ���	����%
�� ����.  

 

�
��� 

 
1. � ��		�� ������ ������%�	� ������� ������ �"����	
� �����"� ������	
� 
 

��	��	��� ���%	��� 	�����
�	��	��� ����	
�, 	� ��	���	

 ������� ������	� �
����� ���� 
����	�	
�, ��
�"���'�� ��	����
� ���� ���
� 	�����
�	��	"� ������������'
� 
����	
��.   

2. B��������	" ��	��	"� �����
 ����'�	
� ���� �
����".  
3. �����	�, ��� ����������		�� ������ �"����	
� �����"� ������	
� 
 ��'��� 

����	
� �������� ���	�� � ���	����� �� ���
�
	 ������� ������� ������
. ��
 ���� 
�����!�		"� ���
�
	" �����
����
 	� ���"���� �����	��� ��������
� 	� �����. 

 
K���� �"��%��� �����	�� ��������	���� ������
�� �.E.L�
	��	�� � ������		�� 

�	
��	
� 
 ������%�� ������
����
� 
��������	
� � ��		�� 	�������	

.  
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