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На основе решения пространственной задачи напряжено-деформированного состояния 
для материала с поперечным сечением в форме прямоугольника с пропилом-трещиной 
посредине (плоский прямоугольный образец с краевой трещиной - SENB) для 
определения вязкости разрушения при трехточечном изгибе в динамической 
упругопластической постановке с учетом процесса разгрузки материала определяются 
зоны пластических деформаций для разных металлов. 

 
ВВЕДЕНИЕ 
 

В работах [1–7] для анализа процессов разрушения применяются расчетные методы с 
использованием динамической упругопластической модели материала. В публикациях 
[2, 3] решены соответственно задачи плоского деформированного и напряженного 
состояний. Пространственное напряженно-деформированное состояние материала 
определяется в работе [7]. В публикациях [4, 5] решены пространственные задачи с 
трещиной, подрастающей согласно условию отсутствия максимальных напряжений на 
острие трещины и локальному критерию хрупкого разрушения. В публикации [6] 
вязкость разрушения определяется на основе решения пространственной задачи в 
предположении, что трещина неподвижна. Предложенные модели дали возможность 
значительно повысить уровень адекватности полученных теоретических подходов.  

В данной работе, в отличие от [1, 3], где анализируется развитие пластических 
деформаций в разных металлах на основе решения динамических упругопластических 
задач плоского, соответственно, деформированного и напряженного состояний с учетом 
процесса разгрузки материала, исследуется пространственная задача.  
 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

 
Рассмотрим деформирование бесконечного изотропного бруса {| | / 2,   0 ,x L y B    

0 }z H   длины L , высоты B , толщины H , имеющего в плоскости поперечного 
сечения форму прямоугольника L B    с неподвижной пропилом-трещиной длины l 
вдоль вертикальной оси прямоугольника { 0,   0 ,   0 }x y l z H      посредине (плоский 
прямоугольный образец с краевой трещиной для определения вязкости разрушения при 
трехточечном изгибе – SENB). Брус контактирует с двумя неподвижными опорами по 
области * *{ | | ,  0,L x L a y     0 }z H  . Сверху на брус падает абсолютно твердый 

ударник, контактирующий с брусом в области {| | ,   ,   0 }x A y B z H     на протяжении 
короткого промежутка времени. Его действие заменяем равномерно распределенной в 
области контакта нормальной нагрузкой P , изменяющейся во времени по линейному 
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закону. Вследствие симметрии задачи относительно плоскости 0x   рассматривается 
только правая часть поперечного сечения (рис. 1). На протяжении всего промежутка 
времени взаимодействия область контакта считается постоянной. 

Пусть ( , , )x y zu u uu  – вектор смещений, связанный с компонентами тензора малых 

деформаций ij  соотношениями Коши. 

 
Рис.1. Геометрическая схема задачи (a) и сетка разбиения возле острия трещины (б) 

 
Краевые и начальные условия задачи (в предположении о неизменяемости области 

приложения реакции опор, гладкости и безотрывности контакта образца с опорами): 
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где t – время, точка над символом означает производную по времени. 
Соотношения динамики в напряжениях имеют вид (  – плотность материала): 

22 2

2 2 2
,   ,   xy xy yy yz y yzxx xz x xz zz z

uu u

x y z t x y z t x y z t
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           

.(2) 

В качестве физической модели материала принята модель, основанная на теории 
неизотермического пластического течения для среды с упрочнением и условием 
текучести Губера - Мизеса в сочетании с гипотезой кратковременной ползучести [8]. 

Уравнения связи между напряжениями и деформациями в соответствии с этой 
моделью имеют вид [9]: 
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где ij ij ijs      – девиатор тензора напряжений; ij  – символ Кронекера; G – модуль 

сдвига; 13 ,K K  1 (1 2 ) / (3 )K E   – модуль объемного сжатия, связывающий объемное 

расширение 3 , среднее напряжение ( ) 3xx yy zz       и   – температурное 

удлинение в соотношении K     (в данном случае считается, что 0  );   – 
коэффициент Пуассона; Е – модуль упругости; d  – некоторая скалярная функция, 
определяемая формой поверхности нагружения. Предполагаем, что эта скалярная 
функция является квадратичной функцией компонент девиатора напряжений ijs  [8], 

причем: 
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(4) 

где ,  ,  p p
i i id    – интенсивность напряжений, пластических деформаций и приращения 

последних. 

Предполагаем, что в результате пластической деформации происходит упрочнение 
материала по следующей температурной зависимости [10]:  
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где T – температура; p
id    – параметр Одквиста; 0 20T C  , *  – коэффициент 

упрочнения; ( )S T  - предел текучести после упрочнения материала при температуре T . 

 
МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ  

 
Пусть нестационарное взаимодействие исследуется на промежутке времени *[0,  ]t . 

Как и в [1–7] для численного интегрирования по времени использовалась квадратурная 
формула Грегори с равноотстоящими узлами порядка 1 3m   с коэффициентами nD  [11] 

при равномерной дискретизации по времени с узлами *[0, ]kt k t t    ( 0, )k   . 

Применялся метод конечных разностей при переменном шаге разбиения вдоль осей Ox 
( 1N элементов), Oy ( 2N  элементов) и Oz ( 3N  элементов). Проводя такие же самые 

выкладки, как и в [4–7], получим выражения для напряжений и приращений деформаций. 
Для учета физической нелинейности, содержащейся в зависимостях (4), применяется 

метод последовательных приближений, который дает возможность нелинейную задачу 
свести к последовательности линейных задач [1–7, 10]: 
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(Q–величина наибольшего отклонения интенсивности напряжений от предела 
текучести, параметр p выбирается из интервала [0; 1] из соображений сходимости). 

Независимым параметром, характеризующим процесс нагружения, есть время t (его 
дискретный аналог). Поскольку в механике разрушения вязкость разрушения 
(трещиностойкость) в большинстве случаев получают в квазистатических экспериментах 
и сопоставляют ее с предельным значением коэффициента интенсивности напряжений 
(КИН) I

eK , полученным из упругого решения, то для описания изменения отдельных 

характеристик в роли независимого параметра (переменной) выберем приближенное 
значение КИН I

eK  (ниже будем называть его упругим КИН) для упругой задачи 

трехточечного изгиба балки с центральной трещиной [12]: 
2 3 4

I 12 1,93 3,07 14,53 25,11 25,8 ,e l l l l l
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где 2F APH  – контактная сила ( 01 02P p p k  ); 4B  – расстояние между опорами. 

Для расчетов были выбраны реакторная сталь 15Х2НМФА, титан, алюминий и 
серебро. 

 
ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ АНАЛИЗ 

 
Шаг между точками разбиения был наименьшим в области вершины трещины и на 

границах расчетной области. Характерный размер ячеек на удалении не более 1 мм от 
вершины трещины равен среднему размеру зерна металла (0,05 мм). Использование 
метода конечных разностей обосновывается в [13], причем обеспечивается точность 
расчетов с погрешностью не больше чем 2 2 2 2(( ) ( ) ( ) ( ) )O x y z t       . 

 
Таблица 1 

Отношение модулей сдвига 
и объемного сжатия 

Металл GK=G/K 
  
Сталь 0,535714 
Титан 0,409091 
Аллюминий 0,358209 
Серебро 0,284672 

 

 
На рис. 2, 3 приведены результаты расчетов для брусков 

длиной L=60 мм, высотой B=10 мм и шириной H=50 мм, с 
начальной глубиной пропила в центре образца l =3 мм и 
коэффициентом упрочнения * 0,05  . Расстояние между 
опорными точками составляло 40 мм. Шаг по времени 

t  0,0005 с. Половина длины зоны контакта составляла 
A =2,5 мм; 1N =22; 2N =22; 3N =21; коэффициенты 

01p  8 MПa; 02p  10 MПa; температура T =50о. 

 
Учет разгрузки материала происходил по такому алгоритму. Если в какой-нибудь 

ячейке абсолютное значение напряжения ставало меньшим, чем уже достигнутое там 
максимальное значение, тогда считалось, что пластические деформации прекращают 
увеличиваться, материал перестает упрочняться и возобновляется линейная зависимость 
напряжений от деформаций. Пластические деформации снова начинали увеличиваться и 
упрочнение материала продолжалось, когда абсолютное значение напряжений 
превышало ранее достигнутое максимальное значение. 
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На рис. 2 приведены графики средних напряжений   трехмерного образца в 
плоскости 41,3z   мм: сплошная, сплошная с квадратом, штриховая с треугольником и 
штриховая линии соответствуют реакторной стали, титану, алюминию и серебру. Пока 

упругий КИН не достиг значения I I* 72,3e eK K   MПa м , средние напряжения   тем 

больше, чем меньше коэффициент KG . Когда упругий КИН превышает значения I*
eK , 

средние напряжения начинают осциллировать.  

 
Рис.2. Средние напряжения 

 

 
Рис. 3. Параметр Одквиста в зоне вершины трещины в плоскости:  

а). 41,3z   мм, б). 49,88z   мм 
 
В случае, когда 49,88z   мм, осцилляции начинаются, когда упругий КИН достигает 

значения I 54eK   MПa м , средние напряжения   при этом на 23 % меньше, чем в 

плоскости 41,3z   мм. На рис. 3 приведены графики параметра Одквиста, 
характеризующего накопленную в элементе перед острием трещины пластическую 
деформацию в случае реакторной стали, титана, алюминия и серебра (соответственно 
сплошная, сплошная с квадратом, сплошная с треугольником и пунктирная линии). Чем 
меньше параметр KG , тем больше параметр Одквиста, а, значит, и пластические 

деформации. 
Сравнивая рис. 3а и 3б, видим, что пластические деформации больше в сечениях 
49,88z   мм и 0,12z   мм, расположенных ближе к боковым поверхностям компактного 

образца. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На основе решения пространственной задачи накопления пластических деформаций в 
компактном образце для определения вязкости разрушения при трехточечном изгибе в 
динамической упругопластической постановке с учетом процесса разгрузки материала 
показано, что чем меньше отношение модулей сдвига и объемного сжатия, тем больше 
пластические деформации. Причем пластические деформации больше в сечениях, 
расположенных непосредственно под боковыми поверхностями компактного образца. 
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