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Теоретико-експериментальне дослiдження аеродинамiки мембранного орнiтоптера,
який махає крилами в режимi нормального трiпотливого польоту з вiдривом пото-
ку з переднiх крайок крил у нерухомому повiтрi, здiйснено за допомогою удоско-
наленого методу дискретних вихорiв, узагальненого для в’язких вихрових середо-
вищ. При чисельному моделюваннi використовувались результати високошвидкi-
сної вiдеозйомки махiв крил орнiтоптера. Розв’язок тривимiрної задачi зведено до
двовимiрних розв’язкiв для перерiзiв крила орнiтоптера – розглядалась квазiтри-
вимiрна задача динамiки нестисливого в’язкого середовища. У якостi частинного
(базового) розв’язку кожної з двовимiрних задач використовувався вихор Лемба–
Озеена – фундаментальний розв’язок узагальненого рiвняння Гельмгольца. При
цьому нiяких обмежень на числа Рейнольдса та Струхаля, а також кути атаки
не накладалося. Дослiджено внесок компонент нормальної сили на крилах орнiто-
птера. З’ясовано, що в коефiцiєнтi нормальної сили домiнує iнерцiйна компонента,
внесок якої може перевищувати 100%. Таким чином, природа аеродинамiчних сил
на крилах пружного мембранного орнiтоптера залежить вiд миттєвої приєднаної
маси та визначається циркуляцiєю прискорення повiтря по контуру, прилеглому
до крила орнiтоптера. Внески обох iнших компонент – циркуляцiйної та вихрової –
виявились малими та негативними, незважаючи на iнтенсивне вихроутворення по-
близу крила. Запропоновано новий кiнематичний параметр – нормальне приско-
рення задньої крайки перерiзу крила, взяте з протилежним знаком. З’ясовано,
що для максимiзацiї коефiцiєнта вертикальної сили необхiдно синхронiзувати цей
параметр iз кутом перекладки вiдповiдного перерiзу крила. Застосування запро-
понованого методу дозволяє успiшно розв’язувати тривимiрнi задачi знаходжен-
ня аеродинамiчних характеристик тонких пружних крил, якi махають у режимi
нормального трiпотливого польоту. Спiвставлення результатiв розрахунку з екс-
периментом показало, що для довiльних кутiв атаки та довiльних чисел Струхаля
та Рейнольдса досягається точнiсть порядку 14% для осереднених за перiод махiв
аеродинамiчних коефiцiєнтiв сил.
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1. ВСТУП

У цiй статтi представлено теоретико-експериментальне дослiдження аеродинамiки
мембранного пружного орнiтоптера, який здiйснює нормальний трiпотливий полiт з
вiдривом потоку з переднiх крайок крил у нерухомому в’язкому середовищi. Розро-
блений пiдхiд полягає у використаннi результатiв високошвидкiсної вiдеозйомки махiв
крил орнiтоптера для чисельного моделювання аеродинамiчних процесiв, якi вiдбуваю-
ться при цьому. Було дослiджено вплив частоти махiв на аеродинамiчнi сили на крилах
для випадку вертикальної орiєнтацiї кореневої хорди орнiтоптера. За допомогою чи-
сельного моделювання виявлено суттєвi особливостi в поведiнцi аеродинамiчних сил,
вивчено внесок сил iнерцiйної та неiнерцiйної природи, структуру течiї бiля орнiтопте-
ра та кореляцiї мiж кiнематичними й аеродинамiчними параметрами.

Проблема розглядалась у рамках постановки квазiтривимiрної задачi динамiки не-
стисливого в’язкого середовища. За допомогою лагранжевого методу дискретних ви-
хорiв (МДВ) [11], удосконаленого для нестацiонарних задач [22] та узагальненого для
в’язкого вихрового середовища (УМДВ) [33, 44], її розв’язання було зведено до двови-
мiрних розв’язкiв для перерiзiв крила. Процес верифiкацiї запропонованого пiдходу
складався з двох частин: верифiкацiї УМДВ для двовимiрних задач i верифiкацiї ква-
зiтривимiрного пiдходу шляхом спiвставлення з експериментальними даними для три-
вимiрного мембранного орнiтоптера [55,66].

Однiєю з найбiльш складних i актуальних задач сучасної гiдроаеродинамiки є не-
лiнiйна нестацiонарна задача про дисперсiю завихреностi, яка безперервно виникає на
твердих межах, якi рухаються у в’язкому середовищi. Взаємодiя вихрових структур з
твердими межами iнiцiює раптовi локальнi збурення полiв тиску. Як наслiдок вини-
кають надмiрнi миттєвi динамiчнi навантаження, якi можуть призвести до аварiйних
ситуацiй.

Для загального випадку, коли твердi межi мають змiнну в часi геометрiю, побудо-
ва математичних моделей гiдроаеродинамiчних процесiв, зазвичай, потребує залучення
ейлерового пiдходу розв’язку рiвнянь Нав’є–Стокса, який зводиться до спостерiгання
за точками простору та як наслiдок – до скiнченно-рiзницевих операторiв. Такi мо-
делi, незважаючи на їхню поширенiсть, мають iстотнi недолiки: так звану схемну або
штучну в’язкiсть, яка може суттєво вплинути на точнiсть розрахункiв, i великi обсяги
розрахункового часу (а отже, велику вартiсть розрахункiв).

Iснує принципово iнший пiдхiд розв’язку рiвнянь Нав’є–Стокса – лагранжевий, в
основi якого лежить спостерiгання за частинками середовища. Його застосування при-
зводить до iнтегральних рiвнянь, якi точнiшi за скiнченно-рiзницевi. Окрiм того, цей
метод значно ощадливiший через те, що вiн не потребує контролю розрахункового про-
стору, окрiм його меж. Виходячи з цього, коректне моделювання руху вiльних меж є
найважливiшим завданням лагранжевих методiв, яскравим представником яких є ме-
тод дискретних вихорiв (МДВ).

Зазвичай МДВ застосовують для моделювання процесiв та явищ в iдеальному не-
стисливому середовищi, яке є безвихровим усюди, за винятком вiльних меж. Але у ви-
падку в’язкого середовища дисперсiя завихреностi здiйснюється не тiльки за рахунок
конвекцiї, а й за рахунок дифузiї. Вiдомо, що вихрова нитка (вихрова трубка нульового
перетину) як окремий випадок вихрової трубки скiнченного розмiру може iснувати й у
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в’язкому середовищi. Проте, на вiдмiнну вiд iдеального середовища, в цьому випадку
для пiдтримки поля швидкостi, що описується законом Бiо–Савара, до вихрової трубки
необхiдно безперервно пiдводити енергiю, яка витрачається через дифузiю завихрено-
стi.

У випадку iдеального баротропного безвихрового поза вихровими нитками середо-
вища, яке рухається в полi консервативних масових сил, рiвняння Гельмгольца для дис-
персiї завихреностi (кiнематична форма рiвняння Нав’є–Стокса) зводиться до закону
про вмороженiсть вихрових ниток у середовище, а рiвняння неперервностi – до лiнiй-
ного рiвняння Лапласа для потенцiалу швидкостi. Однак у задачах гiдроаеродинамiки,
коли в процесi розв’язання необхiдно знайти форму вихрової пелени за тiлами, якi до-
вiльно рухаються, та навантаження на них, початково-крайова задача стає нелiнiйною.
При цьому точнiсть її розв’язку вже не визначається тiльки точнiстю розв’язку зада-
чi Кошi, а iстотно залежить вiд помилок дискретизацiї меж, якi є помилками вхiдних
даних для задачi Кошi [22].

З метою врахування дифузiї завихреностi у в’язкому середовищi застосуємо пiдхiд,
який уперше було успiшно апробовано в роботi [44]. Його принципова вiдмiннiсть вiд
усiх iнших методiв полягає в тому, що моделювання дифузiї завихреностi здiйснюється
не чисельно, а аналiтично. При цьому за частинний (базовий) розв’язок править ви-
хор Лемба–Озеена, який є фундаментальним розв’язком узагальненого рiвняння Гельм-
гольца, а саме, його автомодельним розв’язком для осесиметричного випадку дифузiї
прямолiнiйної вихрової нитки [77].

Сама iдея використання в якостi базового, фундаментального розв’язку узагальнено-
го рiвняння Гельмгольца для в’язкого вихрового середовища (вихору Лемба–Озеена) не
нова. Першi спроби її втiлення були здiйсненi Шифером, Ескiназi [88], пiзнiше – Бiлоцер-
кiвським [99] i Леонардом [1010]. Грiнгард провiв аналiз збiжностi обговорюваного методу
моделювання дисперсiї завихреностi, який вiн назвав «методом ядра, що розпливає-
ться», й показав, що процес дифузiї завихреностi моделюється абсолютно правильно,
проте її конвекцiя – некоректно [1111]. Однак жодних оцiнок точностi методу зроблено не
було. Водночас Кiда, Накаїма i Сумiцу показали, що даний метод забезпечує достатню
точнiсть, щоб розв’язувати за його допомогою практичнi задачi [1212].

Як вiдомо, внаслiдок нелiнiйностi узагальненого рiвняння Гельмгольца суперпози-
цiя його частинних розв’язкiв може не бути загальним розв’язком, що формально ро-
бить задачу некоректною. Бiльшiсть найважливiших практичних задач некоректнi за
Адамаром (оскiльки при великих числах Рейнольдса «вмикається» дiя нелiнiйностi й
починають проявлятися властивостi розв’язку, несумiснi з визначенням коректностi),
але можуть бути успiшно розв’язанi за допомогою сучасних числових методiв.

Разом з тим, у роботах [22,1313] показано, що для розв’язання некоректних початково-
крайових задач за допомогою МДВ не можна використовувати традицiйнi методи роз-
в’язання задач Кошi, оскiльки пiдвищення порядку точностi методу iнтегрування може
призвести до рiзкого зниження точностi розв’язку всiєї початково-крайової задачi. На-
томiсть необхiдно регуляризувати розв’язок за допомогою згладжуючого функцiоналу,
який зменшує локальнi помилки дискретизацiї вихрової пелени – останнi є похибка-
ми вхiдних даних задачi Кошi та зазвичай перевершують похибки зрiзання на (1 . . . 4)
порядки [22]. Це дозволило подолати головну проблему МДВ – iстотне завищення зна-
чень середнiх нормальних сил на пластинi при закритичному обтiканнi для iдеального
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середовища – до 50% при кутах атаки бiля 40∘ та до 25% при кутi атаки 90∘ [1313].
Удосконалений МДВ (УМДВ) вiдкрив також шлях для узагальнення на випадок

в’язких вихрових течiй. Наприклад, для нестацiонарного вiдривного обтiкання пласти-
ни отриманi значення нормальної сили для всього дiапазону чисел Рейнольдса та всiх
закритичних кутiв атаки опинилися в межах похибки експерименту – не бiльше 8% [1313].
Уточнення МДВ стосувалося саме розрахунку конвективної швидкостi, що було слаб-
ким мiсцем методу ядра, що розпливається: вiн давав похибку при порушеннi осьо-
вої симетрiї течiї, коли починає працювати конвективний член узагальненого рiвняння
Гельмгольца, вiдповiдальний за нелiнiйнiсть.

Зазначене уточнення МДВ забезпечило виконання (з точнiстю до дискретизацiї в
часi та просторi) узагальненої теореми Гельмгольца–Пуанкаре, яка стверджує, що для
в’язкої двовимiрної течiї баротропного середовища в полi консервативних сил вихровi
лiнiї вмороженi в середовище. Це пов’язано з тим, що в такому випадку вектор завихре-
ностi виявляється колiнеарним вектору лапласiана завихреностi. У всiх iнших моделях
в’язкої вихрової течiї виконання цiєї теореми потрiбно перевiряти, тому що в них, як
правило, ототожнюються поняття «перемiщення завихреностi» й «перемiщення вихро-
вого елемента» [1414]. Однак, насправдi, вихровi елементи повиннi рухатися тiльки зi
швидкiстю в’язкого двовимiрного нестисливого невагомого середовища в той час, як
завихренiсть – i з конвективною швидкiстю середовища, й зi швидкiстю дифузiї зави-
хреностi вiдносно самого середовища. Саме виконання цих вимог i забезпечує УМДВ
завдяки уточненому врахуванню нелiнiйних конвективних доданкiв узагальненого рiв-
няння Гельмгольца.

Ще одною безперечною перевагою безпосереднього використання вихору Лемба–
Озеена для опису дифузiї завихреностi перед чисельним моделюванням є те, що вiн не
вимагає додаткових тестових порiвнянь з такими вiдомими аналiтичними розв’язками
як дифузiя вихрового кола та дифузiя вихрового круга [77]. Дiйсно, лiнiйнiсть узагаль-
неного рiвняння Гельмгольца в осесиметричних випадках гарантовано забезпечує збi-
жнiсть чисельного розв’язку до аналiтичного зi збiльшенням кiлькостi дискретних ви-
хорiв.

Окрiм цього, УМДВ, узагальнений для в’язких вихрових середовищ, забезпечує:

• точне виконання узагальненого рiвняння Гельмгольца в центрах вихрових ниток
i на нескiнченному вiддаленнi вiд них;

• точне виконання закону збереження завихреностi (закону збереження моменту
iмпульсу вихору) в межах контурiв, якi розширюються в середовищi зi швидкiстю
дифузiї завихреностi;

• точне виконання узагальненого рiвняння Гельмгольца для iзольованих пар вихро-
вих ниток однакової iнтенсивностi в середнiй точцi мiж ними, незалежно вiд їхнiх
знакiв;

• швидке – порядку exp(−𝑟⃗2) – зменшення нев’язки за межами довiльних пар ви-
хрових ниток через те, що ця нев’язка залежить вiд добутку дотичної швидкостi
на градiєнт завихреностi.
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Це означає, що вiдхилення вiд точного розв’язку узагальненого рiвняння Гельмголь-
ца в довiльному двовимiрному випадку носять локальний характер, причому цi локаль-
нi помилки не накопичуються з часом. Таким чином, використання фундаментального
розв’язку узагальненого рiвняння Гельмгольца в якостi базового еквiвалентне припу-
щенню про те, що нелiнiйнi дифузiйнi ефекти у в’язкiй нестисливiй двовимiрнiй течiї
невагомого середовища достатньо малi, впливають тiльки на локальнi характеристики
поля завихреностi, а значить, ними можна знехтувати.

Апробацiя УМДВ для класу задач про коливання крила в нерухомому в’язкому не-
стисливому середовищi з обмеженим рiшенням на крайках показала, що ця гiпотеза
успiшно працює – таким чином було отримано задовiльну вiдповiднiсть мiж теорети-
чними та експериментальними даними iнших дослiдникiв як для усереднених, так i для
миттєвих кiнематичних i динамiчних характеристик течiї та крила. УМДВ, узагаль-
нений для в’язкого вихрового середовища було верифiковано шляхом спiвставлення з
доступними експериментальними даними для багатьох стацiонарних i нестацiонарних
задач – вiдповiднi результати та їх обговорення представлено в [44]. Зокрема, дослi-
джено задачу стацiонарного обтiкання плоскої пластини, перпендикулярної до потоку
в’язкого середовища. Отриманi величини середнього коефiцiєнта лобового опору вияви-
лися близькими до апроксимацiйної формули Елiнгтона [1515], а також до експеримен-
тальних даних, отриманих Дiкiнсоном та Готсом [1616] для дiапазону чисел Рейнольдса,
що вiдповiдає польоту комах. При цьому розбiжностi не перевищували 8% i знаходились
у межах експериментальних похибок.

Дiкiнсон i Готс проводили одночасне вимiрювання нестацiонарної пiдйомної сили,
опору й вiзуалiзацiю потоку навколо плоскої пластини, що рухається у в’язкому середо-
вищi при Re = 192 зi сталим прискоренням вiд стану спокою до деякої постiйної швидко-
стi при фiксованому кутi атаки [1616]. Цi експерименти також було змодельовано за допо-
могою УМДВ, узагальненого на випадок в’язкого вихрового середовища [44]. Показано,
що часовi залежностi коефiцiєнтiв опору та пiдйомної сили задовiльно узгоджуються з
експериментальними даними роботи [1616]. Обчисленi спектри обтiкання навколо перерiзу
крила й вихровi дорiжки Кармана добре корелюють з експериментальними картинами
вiзуалiзацiї потоку. В роботi [1717] експериментально й чисельно вивчався гармонiчний
обертально-поступальний рух плоского крила в нерухомому середовищi. Моделюван-
ня за допомогою УМДВ розглянутих тут експериментальних режимiв коливань також
продемонструвало гарну кореляцiю мiж миттєвими коефiцiєнтами пiдйомної сили та
сили опору, отриманими рiзними методами [44].

Аеродинамiчнi дослiдження, присвяченi мiкроповiтряним апаратам, кiнематицi крил
i мембран в дiапазонi вiд маленьких птахiв до великих комах, якi зазвичай махають
крилами в перехiдних режимах обтiкання або при низьких числах Рейнольдса, проана-
лiзовано в оглядi [1818]. Вiдзначено, що потенцiальнi можливостi й виклики, пов’язанi
з розробкою мiкроповiтряних апаратiв, ще не розкритi по-справжньому й далекi вiд
усебiчного розумiння.

У роботi [1919] представлено нову методологiю моделювання лiтального апарата з кри-
лами, що махають, для оптимiзацiї його продуктивностi з точки зору пiдйомної сили
та витривалостi. Для аеродинамiчних прогнозiв модель елемента мембранного крила
поєднано з моделлю пружної деформацiї крила, яка враховує вигин i скручування його
елементiв. В експериментальнiй роботi [2020] з’ясовано, що мембранне крило з вiдповiд-
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ними ребрами жорсткостi може забезпечити кращу пiдйомну силу, нiж гнучке крило.
В оглядi [2121] всебiчно проаналiзовано дослiдження польоту птахiв з точки зору аеро-

динамiчних механiзмiв i чисельного моделювання. Проведено порiвняння широко вико-
ристовуваних методiв обчислення. Окремо видiлено аеропружнi проблеми. Констатова-
но, що сучаснi теоретичнi моделi крил, що махають – це в основному двовимiрнi аеро-
динамiчнi профiлi або тривимiрнi геометричнi пластини з одним корiнним з’єднанням,
якi все ще дуже вiдмiннi вiд справжнiх пташиних крил. Також зроблено висновок про
те, що запровадження вiдповiдної пружностi крил може покращити максимальнi значе-
ння та коефiцiєнт корисної дiї пiдйомної сили й тяги, але це залежить вiд конкретного
випадку.

2. ФIЗИЧНА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо задачу дослiдження аеродинамiки пружного мембранного орнiтоптера
напiвелiптичної форми в планi з розмахом крил 𝐿 = 25 см та загальним подовженням
𝜆 = 4.56, який махає крилами в нерухомому в’язкому середовищi з великими локаль-
ними кутами атаки [2222], див. Рис. 1Рис. 1 i 22. Кожне крило орнiтоптера складалося з тон-
кого гнучкого прямолiнiйного лонжерона (передньої крайки) й двох нервюр, з’єднаних
тонкою нерозтяжною мембраною. Крила здiйснювали симетричнi зворотно-обертальнi
рухи (махи) з частотами 𝑓 = 10 Гц, 15 Гц, 22 Гц у горизонтальнiй площинi навколо
спiльної кореневої хорди (осi махiв), зазнаючи крутки (перекладки локальних хорд)
уздовж розмаху. Припустимо, що в’язке середовище 𝐷 є суцiльним i має властивостi
нестисливостi та невагомостi – вiдсутнi зовнiшнi об’ємнi сили. У початковий момент ча-
су в усiх точках середовища припускається вiдсутнiсть вихорiв. Крила будемо вважати
непроникними, нерозтяжними та нескiнченно тонкими.

Попереднiй аналiз дослiджуваної системи показав, що рядом ефектiв у нiй можна
знехтувати внаслiдок їхньої малостi. Зокрема, до них слiд вiднести аеродинамiчну вза-
ємодiю мiж крилами орнiтоптера (можна розглядати махи одного iзольованого крила);
деформацiї лонжерона у вертикальному напрямку; змiну вiдстанi вiд осi обертання кри-
ла до будь-якої точки лонжерона (до локальних площин перекладки 𝑥𝜙𝑗 = |𝑂𝐸𝑗| = 𝑙𝑗 =
const); деформацiї нервюр i хорд крила, а також їх вихiд з локальних площин пере-
кладки; течiю вздовж розмаху та iндуктивнi втрати.

Зробленi припущення дозволяють звести тривимiрну зв’язану задачу аеродинамiки
та пружностi до 𝑛 двовимiрних аеродинамiчних задач обтiкання прямолiнiйної пластини
з двома ступенями вiльностi, якi описують:

• зворотно-поступальнi коливання передньої крайки 𝐸𝑗 пластини в горизонтально-
му напрямку за законом 𝑞𝑗(𝑡) = 𝑙𝑗𝜙𝑗(𝑡), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, де 𝜙𝑗(𝑡) – локальний кут маху;

• зворотно-обертальнi коливання пластини навколо цiєї крайки, де 𝛽𝑗(𝑡) – локальний
кут перекладки.

Кут перекладки 𝛽𝑗(𝑡) вважається позитивним, якщо розглядати обертання хорди 𝐸𝑗𝑃𝑗

проти годинникової стрiлки вiд кiнця осi 𝑥𝜙𝑗 i приблизно дорiвнює куту мiж поточним
положенням хорди та її проекцiєю на площину 𝑧𝜙𝑗 = 0 (див. Рис. 2Рис. 2). Кiнематичнi закони
змiни локальних кутiв 𝜙𝑗(𝑡) i 𝛽𝑗(𝑡) кожної секцiї 𝑗 крила задаються експериментальними
даними [66,2222].
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Рис. 1. Загальний вигляд i геометричнi параметри дослiджуваного мембранного орнiтоптера
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Рис. 2. Уведенi системи координат для розрахункової секцiї крила орнiтоптера
та її двовимiрна кiнематична модель

Локальному куту перекладки 𝛽𝑗(𝑡) = 0 вiдповiдає розташування локальної хорди
у вертикальнiй площинi 𝑧𝜙𝑗 = 0, а локальному куту махiв 𝜙𝑗(𝑡) = 0 – розташування
точки 𝐸𝑗 передньої крайки лонжерона в площинi 𝑧 = 0. При цьому крило подiляється
на 𝑛 панелей 𝐴𝑗𝐵𝑗𝐶𝑗𝐷𝑗 з площами 𝑆𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛), див. Рис. 2Рис. 2. Кожна з тривимiрних
чотирикутних панелей замiнюється на двовимiрну пластину з хордою |𝐸𝑗𝑃𝑗| = 𝑐𝑗 =
const. Припускається, що частинки повiтря рухаються вздовж цих хорд.

Локальний кут атаки для кожної панелi крила визначається як кут мiж вектором
незбуреної вiдносної швидкостi повiтря − ˙⃗𝑞(𝜏) в околi передньої крайки вiдповiдної пла-
стини та лiнiєю її хорди. Прийнявши за позитивний кут атаки поворот вектора − ˙⃗𝑞(𝜏)
навколо передньої крайки пластини проти годинникової стрiлки i врахувавши вихiдне
положення пластини, отримаємо:

𝛼(𝜏) =

{︃
−𝛽(𝜏) + 𝜋/2, −𝑞(𝜏) > 0,

−𝛽(𝜏)− 𝜋/2, −𝑞(𝜏) < 0.

Пiсля того, як вихiдну тривимiрну задачу зведено до 𝑛 двовимiрних задач, останнi
розв’язують для 𝑛 секцiй. Загальна аеродинамiчна сила, яка дiє на крила, що махають,
вираховується як сума всiх сил, якi дiють на 𝑛 панелях. Сформульованi двовимiрнi
задачi було розв’язано за допомогою УМДВ, узагальненого на випадок в’язкого вихро-
вого середовища 𝐷 [11–44]. Через те, що середовище 𝐷 в’язке, в загальному випадку на
поверхнi пластини має виконуватись умова прилипання. Однак, наприклад, у випадку
обертальних махiв крил комах експериментальнi спостереження показують, що внесок
сили тертя у головний вектор зовнiшнiх сил настiльки малий, що ним можна знехту-
вати. Графiчно це означає, що головний вектор зовнiшнiх сил на крилi комахи майже
перпендикулярний йому. Саме це й спостерiгається на експериментальних дiаграмах
сил [1717].

Окрiм того, вiдомо, що у всiх експериментах з прив’язаними комахами та їх моделя-
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ми, подiбними за числами Рейнольдса та Струхаля, вiдрив потоку завжди вiдбувається
тiльки з крайок їхнiх крил. Це вказує на те, що вториннi вихорi на крилах комах не
утворюються. Фiзичнi умови, якi забезпечують такий характер течiї, достатньо зро-
зумiлi. Справа в тому, що основний робочий режим роботи крил комах – їхнiй рух пiд
кутами атаки мiж 40∘ i 60∘, причому кожен перерiз крила знаходиться в обертально-
поступальному коливальному русi при числах Рейнольдса вiд 101 до 103. Такi великi
кути атаки гарантовано забезпечують вiдривний режим обтiкання всiх крайок, що мате-
матично вiдповiдає обмеженому розв’язку на кiнцях iнтервалу, що розглядається. При
таких великих кутах атаки сила тертя рiзко зменшується, а сила тиску – рiзко зро-
стає. У свою чергу, при порiвняно малих числах Рейнольдса погiршуються умови для
турбулiзацiї потоку й виникнення вторинних вихорiв.

Оцiнка сил, обумовлених тиском повiтря на крило для кута атаки 90∘ становить
𝐶𝑁 = 1.95+50/Re [1515], а сил, обумовлених тертям на однiй сторонi крила для кута атаки
0∘ – 𝐶𝑓 = 0.664/

√
Re (зауважимо, що потiк не потрапляє на iншу сторону через його

зрив з усiх крайок крила). Для робочих кутiв атаки 𝐶𝑁 зменшується на (15 . . . 30)%,
а 𝐶𝑓 – на (50 . . . 70)%. Таким чином, для робочих кутiв атаки та характерних чисел
Рейнольдса сили тертя майже на два порядки меншi за сили тиску.

У реальному середовищi, незалежно вiд в’язких властивостей, через неможливiсть
утворення нескiнченно високих швидкостей, шари потоку завжди сходять у малих око-
лах гострих крайок крил. Тому в математичних моделях таких потокiв слiд виконува-
ти постулат Кутта–Жуковського–Чаплигiна про скiнченнiсть швидкостi потоку в околi
всiх гострих крайок крил. Його виконання приводить вiдповiдну математичну поста-
новку до класу задач з обмеженим розв’язком на крайках крил. Виходячи з цього,
приймемо до розгляду модель обтiкання пластини зi сходом шарiв течiй з її крайок, що
рiвносильно виконанню постулату Кутта–Жуковського–Чаплигiна. Також будемо не-
хтувати ефектами прилипання частинок середовища до поверхнi пластини 𝑆, що здiй-
снює махи.

При махах пластини епюра швидкостей потоку, який сходить з її крайок, є неси-
метричною. Далi, через в’язке тертя мiж шарами потоку розвивається нестiйкiсть з
подальшим виникненням обертового руху рiдких частинок, тобто течiя стає вихровою.
Будемо вважати вихровий шар нескiнченно тонким. Тодi з передньої та задньої крайок
пластини 𝑆, що махає (замiнимо її сумарним вихровим шаром), будуть сходити вихровi
пелени 𝜎1 та 𝜎2 вiдповiдно, точки яких рухаються по траєкторiях рiдких частинок у
вiдповiдностi до узагальненої теореми Гельмгольца–Пуанкаре. Це дає нам право нази-
вати вказанi пелени вiльними. Нормальнi компоненти швидкостi 𝑊⃗ при переходi через
них не змiнюються, а дотичнi зазнають розриву 𝛾:

𝑛⃗(𝑟⃗0, 𝑡)×
[︁
𝑊⃗−(𝑟⃗0, 𝑡)− 𝑊⃗+(𝑟⃗0, 𝑡)

]︁
= 𝛾⃗(𝑟⃗0, 𝑡), 𝑟⃗0 ∈ 𝑆 ∪ 𝜎 = Σ. (1)

Тут 𝜎 = 𝜎1 ∪ 𝜎2; знак «−» позначає навiтряну поверхню пластини, а «+» – пiдвiтряну.
Зазначимо, що 𝛾 має фiзичний змiст погонної вихрової iнтенсивностi або щiльностi
вихрового шару.

Оскiльки середовище в’язке, циркуляцiя швидкостi по рiдких контурах не зберiга-
ється. Це обумовлено тим, що завихренiсть вже не зосереджена увесь час у вiльних
вихрових пеленах, а поширюється вiдносно середовища з плином часу з певною швид-
кiстю дифузiї 𝑉⃗𝑑.
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Дисперсiя завихреностi в нестисливому в’язкому середовищi описується узагальне-
ним рiвнянням Гельмгольца, яке у двомiрному випадку має вигляд

𝜕Ω⃗

𝜕𝑡
+𝑊𝑥

𝜕Ω⃗

𝜕𝑥
+𝑊𝑦

𝜕Ω⃗

𝜕𝑦
= 𝜈

(︃
𝜕2Ω⃗

𝜕𝑥2
+

𝜕2Ω⃗

𝜕𝑦2

)︃
. (2)

Тут

Ω⃗ =

(︂
𝜕𝑊𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝑊𝑥

𝜕𝑦

)︂
𝑘⃗,

а 𝜈 – коефiцiєнт кiнематичної в’язкостi середовища.
Для випадку iзольованої прямолiнiйної вихрової нитки з циркуляцiєю Γ⃗0 рiвнян-

ня (2)(2) має фундаментальний автомодельний розв’язок [77]

Ω⃗ =
Γ⃗0

4𝜋𝜈𝑡
exp

(︂
− 𝑟⃗2

4𝜈𝑡

)︂
, (3)

справедливий для 𝑡 > 0. Це означає, що вiдразу пiсля вилучення джерела завихреностi
в усьому об’ємi в’язкого середовища миттєво виникає зазначений розподiл завихреностi,
ядро якого починає дифундувати вiдносно частинок середовища в радiальному напрям-
ку зi швидкiстю 𝑉⃗𝑑:

𝑉⃗𝑑 = −𝜈
∇Ω

Ω
=

𝑟⃗

2𝑡
. (4)

Вираз (4)(4) випливає з рiвняння (2)(2), перетвореного до вигляду

𝜕Ω⃗

𝜕𝑡
+

[︂(︂
𝑊⃗ − 𝜈

∇Ω

Ω

)︂
· ∇
]︂
Ω⃗ = 0. (5)

Аналiзуючи розв’язок (3)(3), можна бачити, що довiльнiй послiдовностi фiксованих
кiл з радiусами 𝑟⃗𝑚1 < 𝑟⃗𝑚2 < 𝑟⃗𝑚3 . . . вiдповiдає послiдовнiсть моментiв часу 𝑡𝑚1 < 𝑡𝑚2 <
𝑡𝑚3 . . . таких, що для кожного 𝑟⃗𝑚𝑖 у момент 𝑡𝑚𝑖 = 𝑟⃗2𝑚𝑖/(4𝜈) завихренiсть в точках кола
досягає свого максимуму, причому Ω𝑚1 > Ω𝑚2 > Ω𝑚3 . . .. Таким чином, моменти 𝑡𝑚𝑖 –
це послiдовнi часи проходження максимуму (ядра) завихреностi, яке поширюється зi
швидкiстю

𝑟̇𝑚 =

(︂
𝜈

𝑡𝑚

)︂1/2

=
2𝜈

𝑟𝑚
. (6)

З iншого боку, згiдно з (4)(4) справедливо

𝑉⃗𝑑 =
𝑟⃗𝑚
2𝑡𝑚

=
2𝜈𝑟⃗𝑚
𝑟⃗2𝑚

. (7)

Отже, 𝑉⃗𝑑 = ˙⃗𝑟𝑚.
Тепер покажемо, що циркуляцiя швидкостi по колах з радiусами 𝑟⃗𝑚 = 𝑟⃗𝑚(𝑡𝑚) – тобто

по контурах 𝐶𝑚, якi розширюються зi швидкiстю дифузiї 𝑉⃗𝑑 вiдносно середовища, – не
змiнюється з плином часу. Враховуючи, що 4𝜈𝑡𝑚 = 𝑟⃗2𝑚, отримуємо:

Γ⃗𝑚 = 𝑘⃗

∮︁
𝐶𝑚

𝑉⃗𝑚 ·𝛿𝑟⃗𝑚 = 2𝜋𝑟⃗𝑚× 𝑉⃗𝑚 = 2𝜋𝑟⃗𝑚× Γ⃗0 × 𝑟⃗𝑚
2𝜋𝑟⃗2𝑚

[︂
1− exp

(︂
− 𝑟⃗2𝑚
4𝜈𝑡𝑚

)︂]︂
= Γ⃗0(1−𝑒−1). (8)
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Таким чином, циркуляцiя швидкостi по зазначених контурах i, як наслiдок, сумарна
завихренiсть в межах свого ядра 𝑟⃗ = 𝑟⃗𝑚, яке поширюється вiдносно в’язкого середовища
з радiальною швидкiстю дифузiї 𝑉⃗𝑑 = ˙⃗𝑟𝑚, дiйсно зберiгаються.

Розподiл швидкостi, вiдповiдний автомодельному розподiлу завихреностi (3)(3), має
вигляд [77]

𝑊⃗ =
Γ⃗0 × 𝑟⃗

2𝜋𝑟⃗2

[︂
1− exp

(︂
− 𝑟⃗2

4𝜈𝑡

)︂]︂
. (9)

Поле швидкостi (9)(9), а також суперпозицiя полiв швидкостi вiд будь-якого скiнченного
числа прямолiнiйних вихрових ниток точно задовольнятиме рiвняння неперервностi

𝜕𝑊𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑊𝑦

𝜕𝑦
= 0. (10)

Окрiм того, поля (3)(3) i (9)(9) для будь-якого моменту часу точно задовольняють рiвняння
дисперсiї завихреностi (2)(2) в центрах вихрових ниток, а також нескiнченно далеко вiд
них. У рештi точок середовища суперпозицiя полiв швидкостi вiд скiнченного числа
прямолiнiйних вихрових ниток, а також вiдповiдних полiв завихреностi задовольняти-
муть рiвняння дисперсiї завихреностi (2)(2) наближено.

3. ФОРМУЛЮВАННЯ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

Сформулюємо початково-крайову задачу для знаходження загального розв’язку уза-
гальненого рiвняння Гельмгольца (2)(2) в разi коливань пластини пiд довiльними закри-
тичними кутами атаки, з урахуванням прийнятих спрощень.

Замiсть умови прилипання для даного класу задач достатньо задавати умову непро-
никностi пластини, нехтуючи ефектами тертя [1717]:

lim
𝑟⃗→𝑟⃗0

𝑊⃗ (𝑟⃗, 𝑡) · 𝑛⃗(𝑟⃗0(𝑡)) = 𝑊⃗ *(𝑟⃗0(𝑡)) · 𝑛⃗(𝑟⃗0(𝑡)) ∀𝑡, 𝑟⃗0 ∈ 𝑆∖(𝑟⃗1 ∪ 𝑟⃗2), 𝑟⃗ ∈ 𝐷. (11)

Тут 𝑊⃗ * – вектор швидкостi точок пластини; 𝑟⃗1 – радiус-вектор передньої крайки пла-
стини; 𝑟⃗2 – радiус-вектор задньої крайки пластини; 𝑛⃗ – вектор нормалi до пластини.

Умова руху вихрових пелен 𝜎1 i 𝜎2 по траєкторiям рiдких часток має вигляд

lim
𝑟⃗→𝑟⃗0

𝑊⃗ (𝑟⃗, 𝑡) = ⃗̃𝑊 (𝑟⃗0(𝑡, 𝑡), 𝑡) 𝑡 ≥ 𝑡, 𝑟⃗0 ∈ 𝜎, 𝑟⃗ ∈ 𝐷, (12)

де ⃗̃𝑊 – вектор швидкостi точок вихрових пелен; 𝑡 – час, коли 𝑟⃗0 = 𝑟⃗𝑘 (𝑘 = 1, 2).
Умова загасання збурень на нескiнченному вiддаленнi вiд пластини та вихрових

пелен формулюється так:

lim
𝑟⃗−𝑟⃗0→∞

𝑊⃗ (𝑟⃗, 𝑡) = 0 ∀𝑡, 𝑟⃗ ∈ 𝐷, 𝑟⃗0 ∈ 𝑆 ∪ 𝜎. (13)

Умова iснування розв’язку зовнiшньої крайової задачi (11)(11)–(13)(13) для рiвняння (2)(2)
випливає з закону збереження маси всерединi межi 𝑆 (у загальному випадку – довiль-
ної замкненої). У двовимiрному випадку для нестисливого середовища це еквiвалентно
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збереженню площi всерединi непроникного контуру 𝑆 або нульовому балансу потоку
через поверхню пластини:∮︁

𝑆

𝑊⃗ *(𝑟⃗0, 𝑡) · 𝑛⃗(𝑟⃗0(𝑡))𝑑𝑠 = 0 ∀𝑡, 𝑟⃗0 ∈ 𝑆. (14)

З урахуванням прийнятих обмежень, ця умова буде виконуватися для будь-якого мо-
менту часу, тобто iснування розв’язку крайової задачi (11)(11)–(13)(13) для рiвняння (2)(2) забез-
печено.

Оскiльки у двовимiрному випадку область 𝐷 двозв’язна, то циркуляцiя швидкостi
по замкненому контуру 𝐶, що охоплює межу 𝑆∪𝜎, в загальному випадку може бути вiд-
мiнною вiд нуля. Без обмеження загальностi, за 𝐶 можна взяти нескiнченно вiддалений
контур, циркуляцiя по якому буде сталою, вiдповiдно до рiвняння (8)(8). Це призводить
до такої умови забезпечення єдиностi розв’язку поставленої задачi:

lim
𝑟⃗→∞

∮︁
𝐶

𝑊⃗ (𝑟⃗, 𝑡) · 𝛿𝑟⃗ = const ∀𝑡, 𝑟⃗ ∈ 𝐶 ∈ 𝐷. (15)

В процесi розв’язку покладемо const = 0.
Задача Кошi для знаходження форми вiльних вихрових пелен 𝜎1 i 𝜎2 у довiльний

момент часу 𝑡 має вигляд:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑟⃗0(𝑡, 𝑡) = 𝑟⃗𝑘(𝑡), 𝑡 = 𝑡, 𝑘 = 1, 2,

𝑑𝑟⃗0(𝑡, 𝑡)

𝑑𝑡
= ⃗̃𝑊 (𝑟⃗0(𝑡, 𝑡), 𝑡), 𝑡 > 𝑡,

(16)

де 𝑟⃗0 ∈ 𝜎.
Для зовнiшньої початково-крайової задачi (2)(2), (11)(11)–(16)(16) початковими умовами бу-

дуть вiдоме розташування пластини та вiдсутнiсть вихрових пелен в момент 𝑡 = 0:

𝑆 ∪ 𝜎 = 𝑆, 𝑡 = 0. (17)

Швидкостi точок вiльних вихрових пелен, якi входять в рiвняння (12)(12) та (16)(16), є фун-
кцiоналами вiд усiх попереднiх положень меж 𝑆 та 𝜎, причому форму вихрових пелен
𝜎1 i 𝜎2 необхiдно знаходити в процесi розв’язання задачi. Виходячи з цього, зовнiшня
початково-крайова задача (2)(2), (11)(11)–(17)(17) є нелiнiйною.

4. ВИЗНАЧЕННЯ ДИНАМIЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК ЗА ДОПОМОГОЮ
УЗАГАЛЬНЕНОЇ ФОРМУЛИ КОШI-ЛАГРАНЖА

Пiсля розв’язання кiнематичної задачi (2)(2), (11)(11)–(17)(17), використовуючи узагальнену
формулу Кошi–Лагранжа [33, 2323], можна визначити поле тиску навколо пластини, що
рухається за довiльним законом у в’язкому нестисливому вихровому середовищi, та її
динамiчнi характеристики.

Уперше формулу для визначення коефiцiєнта тиску в змiшанiй потенцiйно-вихровий
областi iдеального нестисливого середовища в неiнерцiйнiй системi координат було отри-
мано в статтi [33]. Через кiлька рокiв у роботi [2323] було запропоновано аналогiчну фор-
мулу, однак у бiльш унiверсальному виглядi, який дозволяв розраховувати поля тиску
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поза групою тiл довiльної форми. Пiзнiше в дослiдженнi [1414] було показано, що ця фор-
мула справедлива i для в’язких течiй. Наведемо її в iнтегральнiй безрозмiрнiй формi
для випадку, коли швидкiсть потоку на нескiнченностi дорiвнює нулю:

𝐶𝑃 (𝑟⃗, 𝜏) = 2

⎛⎝∫︁
Σ

𝑑𝑟⃗0
𝑑𝜏

· 𝑤⃗(𝑟⃗, 𝑟⃗0, 𝜏)𝑑𝑟0 +
1

2𝜋

∫︁
𝑆

𝜕′Γ(𝑟⃗0, 𝜏)

𝜕𝜏
𝛼 (𝑟⃗, 𝑟⃗0, 𝑟⃗

*) 𝑑𝑟0

⎞⎠− 𝑊⃗ 2(𝑟⃗, 𝜏). (18)

Тут 𝑟⃗ ∈ 𝐷, 𝜏 – безрозмiрний час; 𝑤⃗ – швидкiсть, що iндукується вихровим елементом
в розрахунковiй точцi; Γ – циркуляцiя вихрового елементу (Γ > 0 – за годинниковою
стрiлкою); 𝛼 – кут, пiд яким видно з точки 𝑟⃗ лiнiю, що сполучає точки 𝑟⃗0 та довiльну
точку 𝑟⃗*, таку, що 𝑟⃗0 − 𝑟⃗* ∈ 𝑆 [2323]. Штрих у спiввiдношеннi (18)(18) означає, що диферен-
цiювання здiйснюється в системi координат, пов’язанiй з рухомою пластиною.

При розрахунку навантажень на пластинi за характерний лiнiйний розмiр виберемо
довжину хорди розрахункової секцiї крила 𝑐𝑗, а за характерну швидкiсть – величину

𝑊𝐶 = 𝐿𝑓Φ,

де Φ = 𝜙0max−𝜙0min – амплiтуда махiв прикореневої секцiї крила орнiтоптера. Це дозво-
лить у подальшому провести порiвняння числових результатiв з експериментальними
даними [66].

Застосуємо формулу (18)(18) до нижньої та верхньої поверхонь пластини, враховуючи,
що абсолютна швидкiсть 𝑊⃗ формується як сума переносної 𝑊⃗ * та вiдносної 𝑊⃗𝑟 компо-
нент, беручи до уваги спiввiдношення (1)(1), взаємозв’язок

1

2

(︁
𝑊⃗−(𝑟⃗0, 𝜏) + 𝑊⃗+(𝑟⃗0, 𝜏)

)︁
= 𝑊⃗ (𝑟⃗0, 𝜏), 𝑟⃗0 ∈ Σ, (19)

а також те, що ∆𝛼 = 2𝜋 при обходi контуру пластини вiд 𝑟⃗0− до 𝑟⃗0+. У результатi
отримуємо формулу для перепаду коефiцiєнту тиску на пластинi, яка збiгається з ана-
логiчним виразом для випадку iдеального середовища, потенцiйного поза вихровими
поверхнями:

∆𝐶𝑝(𝑟⃗, 𝜏) = 2

⎡⎣𝛾⃗ × 𝑛⃗ ·
(︂
𝑊⃗ − 𝑑𝑟⃗

𝑑𝜏

)︂
+

𝜕′

𝜕𝜏

⎛⎝∫︁
𝜎1

𝛾⃗0 × 𝑛⃗ · 𝛿𝑟⃗0 +
𝑟⃗∫︁

𝑟⃗1

𝛾⃗ × 𝑛⃗ · 𝛿𝑟⃗0

⎞⎠⎤⎦ . (20)

Тут 𝑛⃗ – вектор нормалi; 𝛾⃗ – вектор безрозмiрної щiльностi сумарного вихрового шару
пластини 𝑆; 𝛾⃗0 – вектор безрозмiрної щiльностi вiльного вихрового шару 𝜎1 в момент
його сходу з передньої крайки пластини. Для коефiцiєнта нормальної сили на прямолi-
нiйнiй пластинi 𝑆 матимемо:

𝐶𝑛(𝜏) =

∫︁
𝑆

∆𝐶𝑃 (𝑟⃗, 𝜏)𝑑𝑟. (21)

Таким чином, застосування узагальненої формули Кошi–Лагранжа (18)(18) для роз-
рахунку перепаду тиску на пластинi з урахуванням властивостей вихрового шару (1)(1)
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i (19)(19) для випадку, коли пластина припускається нескiнченно тонкою, призводить до
виразу (20)(20), лiнiйного вiдносно абсолютної швидкостi 𝑊⃗ . З iншого боку, швидкiсть 𝑊⃗
будь-якої точки середовища 𝐷 можна представити у виглядi суми збуреної швидкостi
⃗̂
𝑊 вiд сумарної вихрової пелени, яка моделює тiло, що обтiкається, та збуреної швидко-
стi ⃗̃𝑊 вiд всiх вихрових пелен, що зiйшли з тiла в потiк. Це дає можливiсть представити
коефiцiєнт нормальної сили у виглядi суми трьох компонент:

• iнерцiйної:

𝐶𝑛𝑖(𝜏) = 2

∫︁
𝑆

𝜕′

𝜕𝜏

⎛⎝∫︁
𝜎1

𝛾⃗0 × 𝑛⃗ · 𝛿𝑟⃗0 +
𝑟⃗∫︁

𝑟⃗1

𝛾⃗ × 𝑛⃗ · 𝛿𝑟⃗0

⎞⎠ 𝑑𝑟; (22)

• циркуляцiйної:

𝐶𝑛𝑐(𝜏) = 2

∫︁
𝑆

[︂
𝛾⃗ × 𝑛⃗ ·

(︂
⃗̂
𝑊 − 𝑑𝑟⃗

𝑑𝜏

)︂]︂
𝑑𝑟; (23)

• вихрової:

𝐶𝑛𝑣(𝜏) = 2

∫︁
𝑆

𝛾⃗ × 𝑛⃗ · ⃗̃𝑊𝑑𝑟. (24)

Запропоноване роздiлення сил має досить ясну фiзичну основу. Так, циркуляцiйна ком-
понента (23)(23) – це аналог квазiстацiонарної сили Жуковського для нормальної сили й
визначається миттєвим значенням циркуляцiї по контуру, прилеглому до пластини (без
урахування вихорiв, що зiйшли у потiк). Iнерцiйна компонента (22)(22) вiдповiдає складо-
вiй, яка залежить вiд миттєвої приєднаної маси пластини й визначається циркуляцiєю
прискорення. Вихрова ж (iндуктивна) компонента (24)(24) визначається поточними вели-
чиною й розподiлом завихреностi навколо пластини [2424,2525].

Вертикальна й горизонтальна миттєвi компоненти коефiцiєнта нормальної сили в
системi координат 𝑥𝑦𝑧 виражаються таким чином (Рис. 2Рис. 2):

𝐶𝑦(𝜏) = 𝐶𝑛(𝜏) sin 𝛽(𝜏), (25)

𝐶𝑥(𝜏) = 𝐶𝑛(𝜏) cos 𝛽(𝜏) cos𝜙(𝜏). (26)

Iнтегрування миттєвих коефiцiєнтiв сил по 𝑚 перiодах махiв дає осередненi за перiод
коефiцiєнти сил для 𝑗-ої секцiї крила орнiтоптера:

𝐶𝑛 =
1

𝑚𝑇

𝑇 (𝑘+𝑚)∫︁
𝑘𝑇

𝐶𝑛(𝜏)𝑑𝜏, (27)

𝐶𝑦 =
1

𝑚𝑇

𝑇 (𝑘+𝑚)∫︁
𝑘𝑇

𝐶𝑦(𝜏)𝑑𝜏, (28)
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𝐶𝑥 =
1

𝑚𝑇

𝑇 (𝑘+𝑚)∫︁
𝑘𝑇

𝐶𝑥(𝜏)𝑑𝜏. (29)

Тут 𝑇 = 𝑊𝑐/(𝑓𝑐) – тривалiсть одного перiоду маху.
Аеродинамiчнi коефiцiєнти панелей крила орнiтоптера й вiдповiдних двовимiрних

секцiй можна вважати однаковими. Тодi аеродинамiчнi сили, якi дiють на 𝑗-iй панелi,
можна отримати множенням аеродинамiчних коефiцiєнтiв для цiєї панелi на її площу
∆𝑆𝑗 та швидкiсний напiр. Результуюча аеродинамiчна сила на орнiтоптерi є сумою
сил, якi дiють на всiх його панелях, а отже, вирази для компонент аеродинамiчних
коефiцiєнтiв для всього орнiтоптера мають вигляд:

𝐶𝑌 =
1

𝑆

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐶𝑦𝑗∆𝑆𝑗, (30)

𝐶𝑋 =
1

𝑆

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐶𝑥𝑗∆𝑆𝑗, (31)

де 𝑆 =
𝑛∑︀

𝑗=0

∆𝑆𝑗. Таким чином, компоненти аеродинамiчних коефiцiєнтiв орнiтоптера

вираховуються за формулою середнього арифметичного зваженого, де в ролi вагових
коефiцiєнтiв виступають вiдношення площ панелей до площi всього крила.

5. ЗВЕДЕННЯ ЗАДАЧI ДО СИНГУЛЯРНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Закон далекодiї для iндукованого поля конвективної окружної швидкостi вiд прямо-
лiнiйної вихрової нитки у в’язкому середовищi (9)(9) вiдрiзняється вiд закону Бiо–Савара
множником для циркуляцiї:

Γ⃗ = Γ⃗0

[︂
1− exp

(︂
− 𝑟⃗2

4𝜈𝑡

)︂]︂
, (32)

який забезпечує її зменшення з плином часу внаслiдок дифузiйного розтiкання ядра
завихреностi з радiальною швидкiстю 𝑉⃗𝑑 (4)(4), (7)(7) за заздалегiдь вiдомим законом. Ця
обставина в сукупностi з доведеною ранiше властивiстю збереження циркуляцiї (8)(8) по
контурах, що розширюються зi швидкiстю дифузiї (а отже, й по нескiнченно вiддале-
ному контуру), дозволяє звести початково-крайову задачу (11)(11)–(17)(17) для вихрової течiї
в’язкого нестисливого середовища, яке описується узагальненим рiвнянням Гельмголь-
ца (2)(2), до системи сингулярних iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз початковими дани-
ми для щiльностi вихрового шару 𝛾 (1)(1), безперервно розподiленого по контуру 𝑆 ∪ 𝜎 в
класi обмежених на кiнцях iнтервалу 𝑆 функцiй.

У вiдповiдностi з властивостями вихрового шару (1)(1), (19)(19) – аналогами формул Со-
хоцького–Племеля – й вiдомим частинним розв’язком (9)(9) рiвняння (2)(2), який водночас є
фундаментальним розв’язком рiвняння неперервностi (10)(10), безперервний розподiл щiль-
ностi вихрового шару по контуру пластини 𝑆 i по контурах вiльних вихрових пелен 𝜎1,
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𝜎2 породжує безрозмiрнi граничнi iнтегральнi вирази для швидкостi на цих межах, а
саме:

𝑊⃗±(𝑟⃗0(𝜏), 𝜏) =
1

2𝜋

∫︁
𝑆

𝛾(𝑟⃗(𝜏), 𝜏)
[𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏)]⃗𝑖− [𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏)]2
𝑑𝑟+

+
1

2𝜋

∫︁
𝜎

𝛾(𝑟⃗(𝜏, 𝜏))
[𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]⃗𝑖− [𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]2
×

×
[︂
1− exp

{︂
− [𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]2

4Re(𝜏 − 𝜏)

}︂]︂
𝑑𝑟∓

∓1

2
𝑚⃗(𝑟⃗0(𝜏)) 𝛾(𝑟⃗0(𝜏), 𝜏), 𝑟⃗0 ∈ 𝑆,

(33)

𝑊⃗±(𝑟⃗0(𝜏, 𝜏), 𝜏) =
1

2𝜋

∫︁
𝑆

𝛾(𝑟⃗(𝜏), 𝜏)
[𝑦0(𝜏, 𝜏)− 𝑦(𝜏)]⃗𝑖− [𝑥0(𝜏, 𝜏)− 𝑥(𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0(𝜏, 𝜏)− 𝑥(𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏, 𝜏)− 𝑦(𝜏)]2
𝑑𝑟+

+
1

2𝜋

∫︁
𝜎

𝛾(𝑟⃗(𝜏, 𝜏))
[𝑦0(𝜏, 𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]⃗𝑖− [𝑥0(𝜏, 𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0(𝜏, 𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏, 𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]2
×

×
[︂
1− exp

{︂
− [𝑥0(𝜏, 𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏, 𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]2

4Re(𝜏 − 𝜏)

}︂]︂
𝑑𝑟∓

∓1

2
𝑚⃗(𝑟⃗0(𝜏, 𝜏))𝛾(𝑟⃗0(𝜏, 𝜏)), 𝑟⃗0 ∈ 𝜎.

(34)

Тут 𝑚⃗ – вектор дотичної; 𝜏 – час, коли 𝑟⃗ ∨ 𝑟⃗0 ∈ 𝑆.
Урахувавши спiввiдношення (19)(19), iз формули (33)(33) легко отримати вираз для швид-

костi в приєднаному вихровому шарi пластини 𝑆. Пiдставивши його в умову непрони-
кностi пластини (11)(11), отримаємо таке безрозмiрне сингулярне iнтегральне рiвняння:

1

2𝜋

∫︁
𝑆

𝛾(𝑟⃗(𝜏), 𝜏)
[𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏)]𝑛𝑥(𝑟⃗0(𝜏))− [𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏)]𝑛𝑦(𝑟⃗0(𝜏))

[𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏)]2
𝑑𝑟 =

= − 1

2𝜋

∫︁
𝜎

𝛾(𝑟⃗(𝜏, 𝜏))
[𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]𝑛𝑥(𝑟⃗0(𝜏))− [𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]𝑛𝑦(𝑟⃗0(𝜏))

[𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]2
×

×
[︂
1− exp

{︂
− [𝑥0(𝜏)− 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0(𝜏)− 𝑦(𝜏, 𝜏)]2

4Re(𝜏 − 𝜏)

}︂]︂
𝑑𝑟+

+𝑊⃗ *(𝑟⃗0(𝜏)) · 𝑛⃗(𝑟⃗0(𝜏)), 𝑟⃗0 ∈ 𝑆 ∖ (𝑟⃗1 ∪ 𝑟⃗2).

(35)

Сингулярнi iнтеграли в (35)(35) слiд розумiти в сенсi головного значення Кошi. Позитивний
обхiд циркуляцiї прийнято за годинниковою стрiлкою.

Умова єдиностi розв’язку сингулярного iнтегрального рiвняння (35)(35) збiгається з умо-
вою єдиностi розв’язку зовнiшньої початково-крайової задачi (2)(2), (11)(11)–(17)(17). Зi спiввiд-
ношень (34)(34) й (19)(19) можна отримати вираз для швидкостi у областi 𝐷. Пiдставивши його
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в умову єдиностi (15)(15), маємо

lim
𝑟⃗0→∞

∮︁
𝐶

⎧⎨⎩
∫︁
𝑆

𝛾(𝑟⃗(𝜏), 𝜏)
[𝑦0 − 𝑦(𝜏)]⃗𝑖− [𝑥0 − 𝑥(𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0 − 𝑥(𝜏)]2 + [𝑦0 − 𝑦(𝜏)]2
𝑑𝑟 +

+

∫︁
𝜎

𝛾(𝑟⃗(𝜏, 𝜏))
[𝑦0 − 𝑦(𝜏, 𝜏)]⃗𝑖− [𝑥0 − 𝑥(𝜏, 𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0 − 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0 − 𝑦(𝜏, 𝜏)]2
×

×
(︂
1− exp

(︂
− [𝑥0 − 𝑥(𝜏, 𝜏)]2 + [𝑦0 − 𝑦(𝜏, 𝜏)]2

4Re(𝜏 − 𝜏)

)︂)︂
𝑑𝑟

}︂
· 𝛿𝑟⃗0 = 0,

∀𝜏, 𝑟⃗0 ∈ 𝐶 ∈ 𝐷.

(36)

Отримавши зi спiввiдношень (34)(34) i (19)(19) вирази для швидкостей у вiльних вихрових
шарах 𝜎1 i 𝜎2, запишемо задачу Кошi (16)(16), (17)(17) у безрозмiрному iнтегро-диференцiальн-
ому виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟⃗0(𝜏, 𝜏) = 𝑟⃗𝑘(𝜏), 𝑘 = 1, 2, 𝜏 = 𝜏 , 𝑟⃗0 ∈ 𝜎;

𝑑𝑟⃗0(𝜏, 𝜏)

𝑑𝜏
=

1

2𝜋

∫︁
𝑆

𝛾(𝑟⃗(𝜏), 𝜏)
[𝑦0(𝜏, 𝜏)−𝑦(𝜏)]⃗𝑖−[𝑥0(𝜏, 𝜏)−𝑥(𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0(𝜏, 𝜏)−𝑥(𝜏)]2+[𝑦0(𝜏, 𝜏)−𝑦(𝜏)]2
𝑑𝑟+

+
1

2𝜋

∫︁
𝜎

𝛾(𝑟⃗(𝜏, 𝜏))
[𝑦0(𝜏, 𝜏)−𝑦(𝜏, 𝜏)]⃗𝑖−[𝑥0(𝜏, 𝜏)−𝑥(𝜏, 𝜏)]⃗𝑗

[𝑥0(𝜏, 𝜏)−𝑥(𝜏, 𝜏)]2+[𝑦0(𝜏, 𝜏)−𝑦(𝜏, 𝜏)]2
×

×
[︂
1−exp

{︂
−[𝑥0(𝜏, 𝜏)−𝑥(𝜏, 𝜏)]2+[𝑦0(𝜏, 𝜏)−𝑦(𝜏, 𝜏)]2

4Re(𝜏−𝜏)

}︂]︂
𝑑𝑟, 𝜏 > 𝜏, 𝑟⃗0 ∈ 𝜎.

(37)

Розв’язавши спiльно систему сингулярних iнтегро-диференцiальних рiвнянь (35)(35)–
(37)(37) iз початковими даними (17)(17) у класi функцiй, обмежених на кiнцях iнтервалу, зна-
йдемо розподiл щiльностi вихрового шару, якмй замiнює пластину 𝑆 для кожного мо-
менту часу, а також щiльностi вихрового шару, який замiнює вiльнi вихровi пелени 𝜎1

i 𝜎2. Знання цих величин дає можливiсть знайти поле течiї у всiй областi 𝐷.
Розв’язання будемо здiйснювати лагранжевим удосконаленим методом дискретних

вихорiв, узагальненим для в’язких вихрових середовищ [11–44].

6. РЕЗУЛЬТАТИ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ЇХ АНАЛIЗ

Квазiтривимiрне чисельне моделювання течiї навколо пари крил пружного мембран-
ного орнiтоптера напiвелiптичної форми в планi, якi махають у нерухомому в’язкому
середовищi з частотами 𝑓 = 10, 15 i 22 Гц, було проведено для випадку вертикаль-
ної орiєнтацiї кореневої хорди орнiтоптера та махiв крил у горизонтальнiй площинi.
Вказаний режим моделює нормальний трiпотливий полiт з вiдривом потоку з переднiх
крайок крил, при якому для компонент коефiцiєнта нормальної сили секцiй орнiтоптера
справедливо 𝐶𝑦0 = 0, 𝐶𝑥𝑖 = 0 ∀𝑖.

269



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2024. Том 3(93), № 3. С. 253253–282282.

Табл. 1. Числа Рейнольдса для кожної з секцiй крила

Частота, Re𝑗
Гц секцiя 1 секцiя 2 секцiя 3 секцiя 4
10 1.2 · 104 1.1 · 104 9.0 · 103 5.0 · 103
15 1.8 · 104 1.6 · 104 1.3 · 104 7.4 · 103
22 2.7 · 104 2.4 · 104 2.0 · 104 1.1 · 104

Табл. 2. Розрахунковi та експериментальнi значення осереднених за перiод махiв
коефiцiєнтiв вертикальної аеродинамiчної сили для окремих секцiй i крила в цiлому

Частота, Розрахунок [2222] Експеримент [66] Рiзниця,
Гц 𝐶𝑦1 𝐶𝑦2 𝐶𝑦3 𝐶𝑦4 𝐶𝑌 𝐶𝑌 %
10 0.370 0.764 1.175 1.062 0.518 0.694 25.4
15 0.506 1.038 1.546 1.408 0.693 0.703 1.4
22 0.533 1.024 1.798 1.317 0.729 0.556 −31.1

Згiдно з запропонованим пiдходом до розв’язання даної тривимiрної задачi крило
було подiлено на п’ять панелей з iндексами вiд 0 до 4. Їхнi площi були 22.1 см2, 15.6 см2,
13 см2, 11 см2 i 6.1 см2 вiдповiдно. Кiнематичнi данi для чотирьох секцiй крила взято з
експерименту [66,2222], див. Рис. 1Рис. 1. Панель i секцiя з iндексом 𝑗 = 0 вiдповiдають корене-
вiй хордi орнiтоптера. Значення розрахункових параметрiв для формул (27)(27)–(31)(31) були
такими: 𝑛 = 4, 𝑘 = 1, 𝑚 = 17. Величини чисел Рейнольдса для кожної з секцiй крила на-
ведено в Табл. 1Табл. 1. При цьому коефiцiєнт кiнематичної в’язкостi був 𝜈 = 1.68 · 10−5 м2/с.
Для випадку махiв крил орнiтоптера в нерухомому в’язкому середовищi з частотою
𝑓 = 22 Гц для середнього перерiзу кожного крила (секцiя 2) представленi експери-
ментальнi значення й апроксимацiйнi кривi: для кута маху 𝜙(𝑡) – на Рис. 3Рис. 3 i для кута
перекладки 𝛽(𝑡) – на Рис. 4Рис. 4. Апроксимацiю було здiйснено за допомогою зрiзаного ряду
Фур’є [66,2222].

Результати чисельних розрахункiв миттєвого коефiцiєнта нормальної сили 𝐶𝑛(𝜏)
та його iнерцiйної компоненти 𝐶𝑛𝑖(𝜏) для секцiї 2 крила орнiтоптера представлено на
Рис. 5Рис. 5. Вони вiдповiдають першому перiоду махiв, тому всi навантаження починаються
з нульових значень. У вихрових потоках миттєвi приєднанi маси залежать не тiльки
вiд форми тiла й миттєвого вектора його прискорення, а й вiд iнтенсивностi та розта-
шування вихорiв навколо тiла, яке рухається нестацiонарно. При цьому стацiонарний
iндуктивний ефект локального зменшення тиску, викликаний вихровим рухом середо-
вища, може бути малим, або навiть мати протилежний знак. Якщо ж негативний внесок
у тиск на тiлi дає не тiльки вихрова, а й циркуляцiйна складова, то iнерцiйна компо-
нента може перевищувати 100%, див. Рис. 5Рис. 5.

У Табл. 2Табл. 2 наведено результати розрахункiв вертикальної компоненти коефiцiєнта
нормальної сили 𝐶𝑦𝑗 для двовимiрних перерiзiв крил орнiтоптера за формулою (28)(28)
i коефiцiєнта вертикальної аеродинамiчної сили 𝐶𝑌 для всього орнiтоптера за фор-
мулою (30)(30), осереднених за перiод махiв [2222]. У роботi [66] осереднену за перiод махiв
вертикальну аеродинамiчну силу 𝑌 було вимiряно в аеродинамiчнiй трубi на моделi
орнiтоптера. Значення її коефiцiєнта, визначеного як 𝐶𝑌 = 𝑌/(0.5𝜌𝑊 2

𝑐 𝑆), також пред-
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Рис. 3. Експериментальнi значення й апроксимацiйна крива для кута маху
секцiї 2 орнiтоптера для частоти махiв 𝑓 = 22 Гц
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Рис. 4. Експериментальнi значення й апроксимацiйна крива для кута перекладки
секцiї 2 орнiтоптера для частоти махiв 𝑓 = 22 Гц
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Рис. 5. Результати числового моделювання аеродинамiчних параметрiв для секцiї 2
крила орнiтоптера в режимi махiв iз частотою 𝑓 = 22 Гц

ставлено в Табл. 2Табл. 2. Вiдповiдно до 90% рiвня довiри, iнтервали невизначеностi для кое-
фiцiєнта вертикальної сили при 𝑊∞ = 0 на частотах 𝑓 = 10, 15 i 22 Гц оцiнюються як
13.5%, 5.9% i 3.4% вiдповiдно [66,1818]. Аналiз вiдмiнностi мiж чисельними й експеримен-
тальними даними щодо коефiцiєнта вертикальної аеродинамiчної сили 𝐶𝑌 для всього
орнiтоптера демонструє хороший збiг лише для частоти махiв 𝑓 = 15 Гц. Розрахунковi
значення осередненого вертикального коефiцiєнта сили вiдхиляються вiд вiдповiдних
експериментальних у середньому на 19.3%. Бiльш значнi вiдхилення, нiж у випадку об-
тiкання орнiтоптера незбуреним потоком, пояснюються накопиченням вихроутворень
поблизу поверхонь, що призводить до накопичення похибок дискретизацiї меж, якi є
похибками вхiдних даних для задачi Кошi (37)(37). Це в свою чергу призводить до бiльш
значних осциляцiй аеродинамiчних навантажень на крилах.

Для даного режиму махiв крил орнiтоптера при 𝑓 = 22 Гц спiввiдношення осередне-
них за перiод махiв коефiцiєнтiв 𝐶𝑛𝑖2/𝐶𝑛2 досягає 1.13. Водночас внески циркуляцiйної
𝐶𝑛𝑐2 та вихрової компоненти 𝐶𝑛𝑣2 – малi та негативнi. Очевидно, що iнерцiйна компо-
нента домiнує в нормальному коефiцiєнтi сили. Отже, iнерцiя повiтряного потоку, який
прискорюється орнiтоптером, що махає крилами в режимi нормального трiпотливого
польоту, є основним механiзмом генерацiї аеродинамiчних навантажень.

Зауважимо, що iнерцiйна компонента аеродинамiчних сил породжується вiдносним
iмпульсом середовища по нормалi до пластини. Окрiм того, з формули (22)(22) випливає, що
iнерцiйна компонента залежить вiд швидкостi змiни циркуляцiї середовища по контуру,
прилеглому до пластини, яка нестацiонарно рухається вздовж своєї нормалi, а отже, –
вiд циркуляцiї прискорення цього середовища. Виходячи з цих мiркувань та вiдповiдно
до третього закону Ньютона, для попереднього аналiзу внеску миттєвих приєднаних мас
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Рис. 6. Миттєвий кут атаки секцiї 2 крила орнiтоптера при частотi махiв 𝑓 = 22 Гц

крила, було запропоновано новий параметр – нормальне прискорення задньої крайки
крила, взяте з протилежним знаком [2222]:

𝑎(𝜏) = −𝛽 − 𝑞 cos 𝛽. (38)

Усi змiннi в рiвняннi (38)(38) представлено в безрозмiрному виглядi. Фiзичний змiст
величини 𝑎(𝜏) – нормальна компонента вiдносного прискорення незбуреного середовища
в околi задньої крайки крила. Запропонований параметр пiдходить лише для аналiзу
випадку обертання пластини навколо своєї передньої крайки.

Нормальне прискорення задньої крайки секцiї крила, взяте з протилежним знаком,
i його обертальна та поступальна компоненти представленi на Рис. 5Рис. 5. Видно, що пове-
дiнка коефiцiєнта нормальної сили 𝐶𝑛(𝜏) з нерiвномiрним запiзненням по фазi суттєво
корелює за амплiтудою з поведiнкою нормального прискорення задньої крайки крила за
рахунок прискорення кута перекладки 𝛽(𝜏). Фазовий зсув коефiцiєнта нормальної сили
пояснюється дiєю iнерцiї мас повiтря, що викликає затримку утворення навантажень
на крилi.

Водночас при розрахунках для всiх секцiй крила орнiтоптера не спостерiгалося нi-
якої кореляцiї мiж аеродинамiчними коефiцiєнтами та кутом атаки на переднiй крайцi
пластини 𝛼(𝜏), див. Рис. 6Рис. 6. Цього слiд було очiкувати через те, що нормальний трiпо-
тливий полiт з вiдривом потоку з переднiх крайок крил виключає виникнення цирку-
ляцiї потоку вздовж хорд крил, а самi крила махають з достатньо великою частотою
𝑓 = 22 Гц. Таким чином, знаходить пiдтвердження висновок про те, що утворення ае-
родинамiчних сил на дослiджуваному орнiтоптерi не може бути пояснене за допомогою
циркуляцiйного механiзму. На графiку ми спостерiгаємо, що, як i має бути в нерухомо-
му середовищi, амплiтуда кута атаки 𝛼max−𝛼min крила становить близько 180∘. Дiйсно,
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Рис. 7. Розрахунковi залежностi вертикальної та горизонтальної компонент 𝐶𝑦(𝜏) i 𝐶𝑥(𝜏)

коефiцiєнта нормальної сили середнього перерiзу крила орнiтоптера й параметра 𝑎(𝜏)
за перший перiод махiв для 𝑓 = 10 Гц

   

  
Рис. 8. Розрахунковi залежностi вертикальної та горизонтальної компонент 𝐶𝑦(𝜏) i 𝐶𝑥(𝜏)

коефiцiєнта нормальної сили середнього перерiзу крила орнiтоптера й параметра 𝑎(𝜏)
за перший перiод махiв для 𝑓 = 15 Гц
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Рис. 9. Розрахунковi залежностi вертикальної та горизонтальної компонент 𝐶𝑦(𝜏) i 𝐶𝑥(𝜏)
коефiцiєнта нормальної сили середнього перерiзу крила орнiтоптера й параметра 𝑎(𝜏)

за перший перiод махiв для 𝑓 = 22 Гц

вектор незбуреної вiдносної швидкостi на осi обертання крила за перiод його махiв змi-
нює свiй напрямок на протилежний, що в свою чергу призводить до змiни знаку кута
атаки.

На Рис. 7Рис. 7–99 наведено розрахунковi данi поведiнки вертикальної та горизонтальної
компонент 𝐶𝑦(𝜏) i 𝐶𝑥(𝜏) коефiцiєнта нормальної сили середнього перерiзу крила орнi-
топтера за перший перiод махiв, обчислених за формулами (25)(25) та (26)(26), i нормального
прискорення задньої крайки крила, взятого з протилежним знаком 𝑎(𝜏), розрахованого
за формулою (38)(38).

Розглянемо часовi варiацiї величин 𝐶𝑦2(𝜏) i 𝑎(𝜏) спiльно з кутом перекладки 𝛽(𝜏)
для секцiї 2. Важливiсть синхронiзацiї параметрiв 𝑎(𝜏) i 𝛽(𝜏) для досягнення максимуму
𝐶𝑦2(𝜏) випливає з аналiзу рiвнянь (22)(22) та (25)(25). З Рис. 9Рис. 9 видно, що кожному екстрему-
му 𝐶𝑦2(𝜏) передує екстремум 𝑎(𝜏). Не такий сильний взаємозв’язок iснує мiж 𝛽(𝜏) та
𝐶𝑦2(𝜏), див. Рис. 9Рис. 9 i 44, хоч абсолютнi значення цих параметрiв в перехiдних процесах
також корелюють. При збiльшеннi частоти махiв спостерiгається перерозподiл макси-
мумiв 𝐶𝑦2(𝜏) – перший з них зменшується, а другий зростає, причому обидва настають
з усе бiльшим запiзненням.

На Рис. 10Рис. 10 представлено комп’ютерну вiзуалiзацiю векторного поля швидкостi, лiнiй
течiї та лiнiй однакових коефiцiєнтiв тиску для секцiї 2 орнiтоптера при 𝑊∞ = 0 i
𝑓 = 22 Гц. Лiнiї течiї було обчислено з кроком 0.05, а лiнiї однакових коефiцiєнтiв
тиску – з кроком 0.25 за формулою (18)(18). Зменшений удвiчi вектор головних сил показано
прикладеним до центру тиску на пластинi.

Iз цих графiкiв можна зробити висновок про те, що чисельне моделювання здiй-
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Рис. 10. Векторнi поля швидкостi, лiнiї течiї та лiнiї однакових коефiцiєнтiв тиску
для секцiї 2 орнiтоптера при 𝑊∞ = 0 i 𝑓 = 22 Гц

снено фiзично правильно. Так, граничнi умови для швидкостi й коефiцiєнтiв тиску
задовольняються коректно. Зокрема, лiнiї нульової течiї та нульового тиску прямують
до нескiнченностi, а вектор абсолютної швидкостi та коефiцiєнт тиску при перетинаннi
поверхнi пластини зазнають стрибкiв неперервностi. Водночас лiнiї течiї усюди непе-
рервнi, але не диференцiйованi при перетинi поверхнi пластини. Окрiм того, всi три
типи вiзуалiзацiй добре корелюють мiж собою. Характерна особливiсть структури те-
чiї при нормальному трiпотливому польотi з вiдривом потоку з переднiх крайок крил
полягає у формуваннi дипольних структур пiсля кожного перiоду махiв. Цi структу-
ри вiдкидаються крилами вниз i формують течiю, яка вiдповiдає iснуванню ненульової
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середньої вертикальної (пiдтримуючої) сили. Порiвняння результатiв комп’ютерної вi-
зуалiзацiї з розрахунками свiдчать, що при достатньо великiй частотi махiв iснування
вихроутворень бiля крил мало впливає на їх навантаження.

Таким чином, усi отриманi кiлькiснi данi свiдчать про те, що природа аеродинамi-
чних сил на крилах пружного мембранного орнiтоптера при нормальному трiпотливо-
му польотi з вiдривом потоку з переднiх крайок крил – iнерцiйна, тобто залежить вiд
миттєвих приєднаних мас крила та визначається циркуляцiєю прискорення повiтря по
контуру, прилеглому до нього.

7. ВИСНОВКИ

За допомогою удосконаленого методу дискретних вихорiв, узагальненого для в’язких
вихрових середовищ, проведено теоретико-експериментальне дослiдження аеродинамi-
ки мембранного орнiтоптера, який махає крилами в режимi нормального трiпотливого
польоту з вiдривом потоку з переднiх крайок крил у нерухомому повiтрi. Розроблений
пiдхiд полягав у використаннi результатiв високошвидкiсної вiдеозйомки махiв крил
орнiтоптера для чисельного моделювання аеродинамiчних процесiв.

Розглядалася квазiтривимiрна задача динамiки нестисливого в’язкого середовища,
розв’язок якої було зведено до двовимiрних розв’язкiв для перерiзiв крила орнiтоптера.
У якостi частинного (базового) розв’язку кожної двовимiрної задачi використовувався
вихор Лемба–Озеена – фундаментальний розв’язок узагальненого рiвняння Гельмголь-
ца. При цьому нiяких обмежень на числа Рейнольдса, числа Струхаля та кути атаки
не накладалося.

Сформульовану зовнiшню початково-крайову задачу з початковими умовами було
зведено до системи сингулярних iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз початковими да-
ними в класi функцiй, обмежених на кiнцях iнтервалу. Застосування для знаходження
перепаду тиску на пластинi формули Кошi–Лагранжа, узагальненої для вихрових течiй
у в’язких нестисливих середовищах, призвело до форми розв’язку, яка тотожна аналогi-
чному виразу для iдеального середовища, потенцiального поза вихровими поверхнями.

Дослiджено внесок iнерцiйної, циркуляцiйної та вихрової компонент нормальної си-
ли на крилах орнiтоптера. З’ясовано, що в коефiцiєнтi нормальної сили домiнує iнерцiй-
на компонента. Отже, iнерцiя потоку повiтря, прискореного махами крила, є основним
механiзмом у генерацiї аеродинамiчних навантажень у розглянутiй задачi. Внески обох
iнших компонент сил – циркуляцiйної та вихрової – були малими й негативними. Таким
чином, доведено, що природа аеродинамiчних сил на крилах пружного мембранного ор-
нiтоптера напiвелiптичної форми в планi, який махає крилами в режимi нормального
трiпотливого польоту з вiдривом потоку з переднiх крайок крил, – iнерцiйна, тобто за-
лежить вiд миттєвої приєднаної маси та визначається циркуляцiєю прискорення повiтря
по прилеглому до крила контуру.

Водночас не було виявлено кореляцiї мiж коефiцiєнтом нормальної сили й кутом
атаки на переднiй крайцi крила. Це пiдтверджує висновок про те, що процес генерацiї
аеродинамiчних сил на крилах дослiдженого орнiтоптера не можна пояснити за допо-
могою циркуляцiйного механiзму.

Ґрунтуючись на цих результатах, для попереднього аналiзу внеску миттєвих при-
єднаних мас крила, було запропоновано новий кiнематичний параметр – нормальне

277



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2024. Том 3(93), № 3. С. 253253–282282.

прискорення задньої крайки крила, взяте з протилежним знаком. Ця величина важли-
ва для опису аеродинамiки крил, що махають, проте її застосування коректне лише
в тому випадку, коли крило обертається навколо своєї передньої крайки. Результати
числового моделювання показали суттєву амплiтудну кореляцiю з нерiвномiрним запi-
зненням по фазi миттєвих коефiцiєнтiв аеродинамiчних сил i нормального прискорення
задньої крайки крила, сформовану за рахунок прискорення кута перекладки.

Порiвняння результатiв розрахункiв [2222] з експериментом [66] показало, що УМДВ,
узагальнений для в’язких вихрових середовищ придатний для розв’язання з задовiль-
ною точнiстю тривимiрних задач щодо знаходження аеродинамiчних характеристик
тонких пружних крил, якi махають у режимi нормального трiпотливого польоту з вiд-
ривом потоку з їхнiх переднiх крайок пiд довiльними кутами атаки та з довiльними
числами Струхаля та Рейнольдса.
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O. V. Shekhovtsov
Quasi-three-dimensional modeling of the normal flapping flight

of an elastic membrane ornithopter
A theoretical-experimental study of the aerodynamics of a membrane ornithopter flap-
ping its wings in the mode of normal flapping flight with flow separation from the
leading edges of the wings in still air was carried out using the improved method of
discrete vortices generalized for viscous vortical media. The results of high-speed video
recording of ornithopter wing flaps are used in the numerical modeling. The solution of
the three-dimensional problem is reduced to two-dimensional solutions for the sections
of an ornithopter wing: a quasi-three-dimensional problem of the dynamics of an in-
compressible viscous medium was considered. The Lamb–Oseen vortex, a fundamental
solution of the generalized Helmholtz equation, was used as a partial (basic) solution
for each two-dimensional problem. In doing so, no restrictions were imposed on the
Reynolds and Strouhal numbers and the angles of attack. The contribution of the
normal force components on the ornithopter wings was investigated. Among all the
components of the normal force, the inertial component dominates. Its contribution
may exceed 100%. The nature of aerodynamic forces on the wings of an elastic mem-
brane ornithopter depends on the instantaneous attached mass: it is determined by
the circulation of air acceleration along the contour adjacent to the ornithopter wing.
The contributions of the other components, the circulation and vortical ones, are small
and negative, despite the intense vortex formation near the wing. A new kinematic
parameter is proposed, namely, the normal acceleration of the trailing edge of the wing
section, taken with an opposite sign. It was found that to maximize the coefficient of
vertical force, this parameter should be synchronized with the pitching angle of the
corresponding section of the wing. The proposed methodology provides a successful
solution to three-dimensional problems by finding the aerodynamic characteristics of
thin elastic wings flapping in the mode of normal flapping flight. A comparison of the
calculation and experimental results shows an accuracy of about 14% for the aerody-
namic force coefficients averaged over the flaps’ period at the arbitrary angles of attack
and the Strouhal and Reynolds numbers.

KEY WORDS: ornithopter, flapping flight, elastic wing, an improved method of dis-
crete vortices, the Lamb–Oseen vortex, viscous vortical media
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