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Статтю присвячено вивченню хрестоподiбних хвиль, якi виникають на поверхнi
рiдини в басейнi в напрямку, перпендикулярному до напрямку руху хвилепроду-
ктора. Труднощi математичного аналiзу цього явища пов’язанi насамперед iз тим,
що лiнеаризованi рiвняння руху не описують механiзм генерацiї хвиль такого типу.
Експериментальнi спостереження за хрестоподiбними хвилями, проведенi в дослi-
дному басейнi Iнституту гiдромеханiки НАН України, свiдчить те, що їх збудження
вiдбувається за рахунок реалiзацiї умов параметричного резонансу в нелiнiйнiй си-
стемi. Кiлькiсно оцiнено частотнi дiапазони коливань хвилепродуктора, при яких
виникають хрестоподiбнi хвилi. Слiд зауважити, що всi попереднi дослiдження в
цiй галузi базувалися на використанi методiв, якi вiдповiдають розв’язку Хейвело-
ка для резервуару, нескiнченного по довжинi чи глибинi. Натомiсть у цiй роботi
розглянуто генерацiю хрестоподiбних хвиль у довгому прямокутному басейнi скiн-
ченних розмiрiв. Для вивчення їх усталених режимiв уперше застосовано метод
Ляме суперпозицiї розв’язкiв, розроблений для розв’язання задач теорiї пружно-
стi. Показано, що в басейнах скiнченних розмiрiв хрестоподiбнi хвилi можуть гене-
руватися безпосередньо рухом хвилепродуктора. Отримано вiдповiднi аналiтичнi
розв’язки й оцiнено порядки малостi рiзних складових потенцiалу швидкостей при
уведеннi малого параметра. Побудовано нелiнiйну математичну модель, яка опи-
сує процес перекачки енергiї коливань хвилепродуктора в поверхневi хрестоподiбнi
хвилi. Отримане диференцiальне рiвняння є рiвнянням типу Матьє. Дослiдження
його коефiцiєнтiв показало можливiсть iснування в системi хрестоподiбних хвиль з
ненульовими амплiтудами. Слiд зауважити, що всi доданки, якi входять у параме-
тричний член, пропорцiйнi функцiї вимушуючих коливань. Таким чином, генерацiя
хрестоподiбних хвиль стає можливою лише за рахунок збудження хвилепродукто-
ром циклiчних рухiв рiдини.

КЛЮЧОВI СЛОВА: хрестоподiбнi хвилi, параметричний резонанс, обмежений ба-
сейн, метод суперпозицiї, диференцiальне рiвняння Матьє
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1. ВСТУП

Хрестоподiбнi хвилi – це хвилi на поверхнi рiдини, перпендикулярнi до напрямку
руху хвилепродуктора. Вони спостерiгаються в натурних i лабораторних умовах, про їх
iснування давно й добре вiдомо, однак математичний аналiз цього явища досi викликає
значнi труднощi. Справа в тому, що хрестоподiбнi хвилi можуть виникати при коли-
ваннях хвилепродуктора вздовж каналу, якi не залежить вiд поперечної координати.
У цьому випадку лiнеаризованi хвильовi рiвняння не мiстять членiв, якi б вiдповiдали
циклiчному перенесенню енергiї вiд хвилепродуктора в поперечному напрямку, а зна-
чить, з цього погляду хрестоподiбнi хвилi не повиннi iснувати [11,22]. Своєму виникненню
хрестоподiбнi хвилi завдячують нелiнiйним ефектам, причому механiзм їх збудження
свiдчить про реалiзацiю умов параметричного резонансу [33–55].

Усi попереднi дослiдження К. Дж.Ґарретта [66], Дж. Махонi [77] та А. Джонса [88]
вказували на те, що енергiя хвилепродуктора передається в хрестоподiбнi хвилi саме
за рахунок взаємодiї з безпосередньо збуджуваним ним базовим рухом – коливаннями
середнього рiвня вiльної поверхнi рiдини. Безумовно, така взаємодiя створює один з
каналiв перекачування енергiї вiд хвилепродуктора в хрестоподiбнi хвилi, але надалi
ми покажемо, що вони збуджуються та iснують i без її урахування.

Механiзм генерацiї хрестоподiбних хвиль за наявностi iстотних коливань середнього
рiвня рiдини в басейнi вперше пояснив Ґарретт 1970 року [66], видiливши цi коливан-
ня окремо, а поверхневi хвилi розклавши в ряди Фур’є по довжинi та ширинi басейну.
Для цього було застосовано процедуру Бубнова–Гальоркiна для амплiтуди хвилi з по-
рядковими номерами 𝑛 = 0 (по довжинi басейну 𝑥) i 𝑚 = 1 (по ширинi басейну 𝑦),
яка розглядалась як основна. Це дозволило пiсля лiнеаризацiї рiвнянь руху малої хвилi
по ширинi отримати для її амплiтуди рiвняння Матьє. При аналiзi останнього й було
зроблено висновок про можливiсть iснування хвилi з частотою, яка дорiвнює половинi
частоти коливань хвилепродуктора, за наявностi коливань середнього рiвня.

Слiд зазначити, що, виходячи з виконання закону збереження маси рiдини, коли-
вання рiвня мають iснувати завжди, однак їхня амплiтуда може бути дуже малою. Її
величина залежить вiд вiдношення довжини басейну до його ширини – чим воно бiльше,
тим менша амплiтуда таких коливань. При вiдношеннi, близькому до 10, коливання се-
реднього рiвня стають наступного порядку малостi, що дозволяє ними знехтувати. Тому
1972 року Дж. Махонi [77] переглянув теорiю Ґарретта, показавши, що вона непридатна
для довгих басейнiв. Натомiсть було створено теорiю генерацiї хрестоподiбних хвиль
за наявностi взаємодiї вимушених i хрестоподiбних хвиль. При цьому на межах, вклю-
чаючи хвилепродуктор, ставились нелiнiйнi граничнi умови. Зауважимо однак, що тут
розглядався довгий басейн, для якого виконуються умови випромiнювання при 𝑥 → ∞.
Махонi, як i Ґарретт, розглядав механiзм нестiйкостi хвиль чи коливань, якi не залежать
вiд поздовжньої координати руху хвилепродуктора, проте залежать вiд координати по
ширинi басейну 𝑦, уздовж якої й генеруються хрестоподiбнi хвилi.

Махонi [77] вибирав у якостi головних коливання поверхнi рiдини, якi вiдповiдають
знаменитому розв’язку для нескiнченного басейну, отриманого Хейвелоком 1929 ро-
ку [99]. На додачу, як зазначив А. Джонс [88], вiн лiнеаризував рiвняння для амплiтуди
хрестоподiбних хвиль, опускаючи члени, якi є навiть бiльшими, нiж утримуванi в рiв-
няннi. Це аргументувалося тим, що вiдкинутi члени не впливають на резонанс. Нато-
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мiсть А. Джонс утримував усi нелiнiйнi члени, але i його розв’язок для хрестоподiбних
хвиль був знайдений лише для нескiнченно довгого каналу.

Зауважимо, що при застосуваннi методу розкладання за малим параметром безпосе-
редньо збуджуванi (вимушенi) хвилi мають значно бiльшi амплiтуди, нiж хрестоподiбнi.
У роботах С. Лiхтера та його учнiв [1010–1515] було розглянуто хрестоподiбнi хвилi з доволi
великими хвильовими параметрами (номерами) по ширинi напiвнескiнченного басейну,
що дозволило застосувати розв’язок Хейвелока [99]. При цьому розглядалося вiдразу
кiлька хрестоподiбних хвиль з близькими частотами. Наприклад, у роботi Лiхтера та
Андехiлла [1313] дослiджувались хаотичнi хрестоподiбнi хвилi при одночасному збуджен-
нi двох таких хвиль, якi вiдповiдають власним модам басейну.

Ґрунтуючись на роботi Люка [1616], Дж. Майлс застосував варiацiйний метод для
отримання рiшення для хрестоподiбних хвиль у прямокутному басейнi [1717–2020]. При цьо-
му вiн знiс граничну умову рiвностi нулю швидкостi на днi басейну на нескiнченнiсть,
тобто, розглядав нескiнченно глибоку область. Цiкавi експерименти зi спостереженням
хрестоподiбних хвиль проводяться й зараз, але теоретичне обґрунтування їх виникне-
ння залишається неповним i дуже спрощеним [2121,2222].

Ми маємо на метi розглянути генерацiю хрестоподiбних хвиль у видовженому ба-
сейнi скiнченних розмiрiв. Попередньо були проведенi дослiдження щодо доведення
iснування та iдентифiкацiї параметрiв хаотичних режимiв коливань хрестоподiбних по-
верхневих хвиль у прямокутному скiнченному басейнi при наявностi запiзнення та без
нього [55, 2323]. У цiй статтi вперше буде показано можливiсть iснування хрестоподiбних
хвиль без урахування iнших поверхневих хвиль у разi, коли коливаннями середнього
рiвня басейну можна знехтувати [2424].

2. ЛАБОРАТОРНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ

Лабораторнi спостереження за хрестоподiбними хвилями проводились у дослiдному
басейнi Iнституту гiдромеханiки НАН України, який має форму прамокутного парале-
лепiпеда довжини 𝐿 = 50 м, ширини 𝑏 = 6.8 м i глибини 3.5 м (експерименти прово-
дилися при його заповненнi до глибини 2.5 м). Схематично басейн з хвилепродуктором
представлено на Рис. 1Рис. 1. Введемо декартову систему координат iз початком у точцi 𝑂
на незбуренiй поверхнi рiдини. Нехай хвилепродуктор, розташований в одному кiнцi
басейну (при 𝑥 = 0) коливається з частотою 𝑓𝑒 [2525].

Рис. 1. Схема басейну з хвилепродуктором
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Рис. 2. Хвилi на вiльнiй поверхнi басейну (експеримент):
а — симетричнi вимушенi хвилi, б — зародження хрестоподiбних хвиль,

в — усталенi хрестоподiбнi хвилi
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При проведеннi експериментальних дослiдженнях частота коливань хвилепродукто-
ра змiнювалась у дiапазонi 0 < 𝑓𝑒 < 2.5 Гц. На вiдносно низьких частотах збуджували-
ся лише хвилi в напрямку 𝑥. Вони мають вигляд, показаний на свiтлинi Рис. 2Рис. 2а. Для
𝑓𝑒 > 1.5 Гц спостерiгалися хрестоподiбнi хвилi з нерiвномiрним розподiлом амплiтуд у
напрямку 𝑦. Їхнє зародження при початковому збiльшеннi частоти хвилепродуктора до
𝑓𝑒 = 1.87 Гц показано на Рис. 2Рис. 2б, а на Рис. 2Рис. 2в – хрестоподiбнi хвилi, якi встановилися
поблизу хвилепродуктора, при частотi його коливань 𝑓𝑒 = 2.27 Гц. Порiвнюючи знiмки
на Рис. 2Рис. 2а та Рис. 2Рис. 2в, зауважуємо, що стоячi хрестоподiбнi хвилi мають значнi амплiту-
ди, якi перевищують амплiтуди збуджуваних у поздовжньому напрямку хвиль бiльш,
нiж у 5 разiв. Примiтно, що частота цих хрестоподiбних хвиль – 1.15 Гц, що становить
майже 𝑓𝑒/2.

На Рис. 3Рис. 3 показано слiд на

Рис. 3. Слiд хрестоподiбних хвиль на хвилепродукторi

поверхнi хвилепродуктора, зали-
шений хрестоподiбними хвилями
пiсля першого експерименту в
басейнi (на початку його прове-
дення водний слiд був горизон-
тальним). Для наочностi межу
мокрого слiду помiчено пунктир-
ною лiнiєю. Це дозволяє зробити
висновок, що в поперечному на-
прямку (вздовж координати 𝑦)
спостерiгалося десять пiвхвиль.
Це – коливання, коли реалiзує-
ться форма [44,2626,2727]

𝜉0,10(𝑦) = cos
10𝜋

𝑏
𝑦 = cos

5(2𝜋)

𝑏
𝑦.

Як уже зазначалось, частота спостережених хрестоподiбних хвиль становила 1.15 Гц.
Розрахункова ж частота коливань на цiй власнiй модi має бути 𝑓0,10 = 𝜔0,10/(2𝜋) =
1.07 Гц, що досить близько до 1.15 Гц. Зауважимо, що формулу для розрахунку власних
частот 𝑓𝑛𝑚 буде виведено в наступному параграфi.

На Рис. 4Рис. 4 у квадратi 6.8×6.8 м представлено графiк власної форми вимушеної хвилi
𝜉150,0(𝑥) = cos(150𝜋𝐿/𝑥), яка має власну частоту 𝑓150,0 = 1.53 Гц. Саме вона вiдповiдає
вимушеним хвилям, якi спостерiгалися в експериментi (див. Рис. 2Рис. 2а).

Власна мода хрестоподiбних хвиль виду

𝜉40,10(𝑥, 𝑦) = cos
40𝜋𝑥

𝐿
cos

10𝜋𝑦

𝑏
(1)

має частоту 𝑓40,10 = 𝜔40,10/(2𝜋) = 1.143 Гц, для якої справедливо 2𝑓40,10 ≈ 𝑓𝑒 = 2.27 Гц.
Спираючись на попереднi нашi дослiдження можемо стверджувати, що тут виконується
умова реалiзацiї головного параметричного резонансу, при якому i виникають хресто-
подiбнi хвилi. Графiк цiєї моди у квадратi 6.8× 6.8 м представлено на Рис. 5Рис. 5.
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Рис. 4. Графiк вимушених симетричних хвиль Рис. 5. Графiк хрестоподiбних хвиль

3. МАТЕМАТИЧНЕ ФОРМУЛЮВАННЯ ПРОБЛЕМИ

У припущеннi, що рiдина є iдеальною – нев’язкою та нестисливою, – розглянемо
хвилi на її поверхнi в басейнi довжини 𝐿, ширини 𝑏 i глибини ℎ (див. Рис. 1Рис. 1). Для
теоретичного формулювання задачi введемо декартову систему координат iз початком
𝑂 на вiльнiй незбуренiй поверхнi рiдини. Вважаємо, що хвилепродуктор розташовано
в торцi при 𝑥 = 0, а його перемiщення в напрямку 𝑥⃗ описуються функцiєю

𝑢(𝑧, 𝑡) = 𝐹 (𝑧) sin(𝜔𝑡) =
(︁
𝑎+

𝑎

ℎ
𝑧
)︁
sin(𝜔𝑡), (2)

де 2𝑎 – розмах коливань хвилепродуктора на поверхнi рiдини; 𝜔 = 2𝜋𝑓𝑒 – кругова
частота.

Вважаючи рух рiдини безвихровим, введемо для поля швидкостей 𝑣⃗ потенцiал 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),
такий, що 𝑣⃗ = ∇⃗𝜙. Для 𝜙 справедливе рiвняння

∇2𝜙 = 0 при 𝐹 (𝑧) cos(𝜔𝑡) ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, −ℎ ≤ 𝑧 ≤ 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡), (3)

яке випливає з умови нерозривностi. Тут функцiя 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡) описує змiщення при коли-
ваннях вiльної поверхнi.

Динамiчна та кiнематична умови на вiльнiй поверхнi мають класичний вигляд [33–55,
2727,2828]:

𝜙𝑡 +
1

2

(︁
∇⃗𝜙
)︁2

+ 𝑔𝜉 = 𝐹0(𝑡) при 𝑧 = 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡); (4)

𝜙𝑧 = ∇⃗𝜙 · ∇⃗𝜉 + 𝜉𝑡 при 𝑧 = 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑧), (5)

де 𝑔 – прискорення вiльного падiння; 𝐹0(𝑡) – довiльна функцiя часу [2828]. Тут i далi
нижнiми iндексами 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 позначенi вiдповiднi частковi похiднi.

На додачу маємо однорiднi граничнi умови на жорстких межах, де нормальна скла-
дова швидкостi рiдини стає нульовою:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜙𝑧 = 0 при 𝑧 = −ℎ;

𝜙𝑦 = 0 при 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑏;

𝜙𝑥 = 0 при 𝑥 = 𝐿.

(6)
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Кiнематична умова на хвилепродукторi, що коливається, має вигляд

𝜙𝑥 = 𝜔𝐹 (𝑧) cos𝜔𝑡+ 𝐹 ′(𝑧)𝜙𝑧 sin𝜔𝑡 при 𝑥 = 𝐹 (𝑧) sin𝜔𝑡. (7)

Тут штрих означає повну похiдну.
Нагадаємо, що при проведеннi експериментальних експериментальних дослiджень

частота хвилепродуктора 𝑓𝑒 змiнювалася в дiапазонi вiд 0 до 3 Гц. Як i очiкувало-
ся, при вiдносно низьких частотах збуджувались лише хвилi в напрямку 𝑥⃗ [11, 22, 2323], а
при пiдвищеннi 𝑓𝑒 – i в напрямку 𝑦⃗ [2323, 2626], тобто, поступово формувалися хрестопо-
дiбнi хвилi. При цьому кiлькiсть їхнiх гребенiв змiнювалась зi збiльшенням швидкостi
коливань хвилепродуктора. Це дозволяє стверджувати, що хрестоподiбнi хвилi мають
резонансний характер, причому кожна окрема хвильова структура має свою «власну»
частоту.

Припустимо, що хрестоподiбнi хвильовi структури можна апроксимувати такими
динамiчними характеристиками як власнi форми, якi є розв’язками певних лiнiйних
задач. Виходячи з цього, необхiдно сформулювати лiнiйнi крайовi задачi, якi вiдпо-
вiдають вихiднiй нелiнiйнiй задачi (3)(3)–(7)(7). Окрiм того, вважаємо, що розмах коливань
хвилепродуктора 2𝑎 малий у порiвняннi з характерними розмiрами басейну. Це дозво-
ляє запровадити деякий малий параметр, пов’язаний з геометричними особливостями
системи.

Розглянемо лiнiйну крайову задачу

∇2𝜙 = 0 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, −ℎ ≤ 𝑧 ≤ 0; (8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙𝑧 = 𝜉𝑡 при 𝑧 = 0,

𝜙𝑧 = 0 при 𝑧 = −ℎ,

𝜙𝑥 = ̃︀𝐹𝑡(𝑧, 𝑦, 𝑡) при 𝑥 = 0,

𝜙𝑥 = 0 при 𝑥 = 𝐿,

𝜙𝑦 = 0 при 𝑦 = 0,

𝜙𝑦 = 0 при 𝑦 = 𝑏.

(9)

Її розв’язок можна знайти, наприклад, застосувавши традицiйний метод Грiнберга [2929].
Ми ж пропонуємо використати аналiтичний метод суперпозицiї, який дає ясну фiзи-
чно прозору картину перекачування енергiї вiд хвилепродуктора в коливання вiльної
поверхнi рiдини. Iдею цього пiдходу вперше висунув Ляме [3030] при аналiзi задач теорiї
пружностi. У його рамках потенцiал 𝜙 можна записати у виглядi суми трьох гармонi-
чних функцiй [33,44,2323,2727,3131,3232]:

𝜙 = 𝜙0 + 𝜙1 + 𝜙2, (10)

якi вiдповiдають за виконання рiзних неоднорiдних граничних умов.
Потенцiал 𝜙0 є розв’язком граничної задачi

∇2𝜙0 = 0 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, −ℎ ≤ 𝑧 ≤ 0, (11)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝜙0)𝑧 = (𝜉0(𝑡))𝑡 при 𝑧 = 0,

(𝜙0)𝑧 = 0 при 𝑧 = −ℎ,

(𝜙0)𝑥 = ( ̃︀𝐹0(𝑡))𝑡 при 𝑥 = 0,

(𝜙0)𝑥 = 0 при 𝑥 = 𝐿,

(𝜙0)𝑦 = 0 при 𝑦 = 0,

(𝜙0)𝑦 = 0 при 𝑦 = 𝑏,

(12)

де ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜉0(𝑡) =
1

𝑏𝐿

𝑏∫︁
0

𝐿∫︁
0

𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦,

̃︀𝐹0(𝑡) =
1

ℎ𝑏

𝑏∫︁
0

0∫︁
−ℎ

̃︀𝐹 (𝑧, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑧.

(13)

У тому випадку, коли 𝐹 не залежить вiд 𝑦, приймаємо

̃︀𝐹0(𝑡) =
1

ℎ

0∫︁
−ℎ

̃︀𝐹 (𝑧, 𝑡)𝑑𝑧.

Якщо 𝐹 (𝑧) = 𝑎(1 + 𝑧/ℎ), то

̃︀𝐹0(𝑡) =
sin𝜔𝑡

ℎ

0∫︁
−ℎ

(︁
𝑎+

𝑎

ℎ
𝑧
)︁
𝑑𝑧 =

sin𝜔𝑡

ℎ

(︁
𝑎𝑧 − 𝑎

2ℎ
𝑧2
)︁⃒⃒⃒⃒0

−ℎ

=
𝑎 sin𝜔𝑡

2
. (14)

Функцiї 𝜉0(𝑡), ̃︀𝐹0(𝑡) описують коливання середнього рiвня вiльної поверхнi рiдини та усе-
реднене за поверхнею перемiщення хвилепродуктора вiдповiдно. Цi величини пов’язанi
спiввiдношенням

(𝜉0)𝑡𝑏𝐿− ̃︀𝐹0𝑡(𝑡)ℎ𝑏 = 0, (15)

яке виражає закон збереження маси для нестисливої рiдини. Таким чином, для аналi-
зованого випадку руху хвилепродуктора (2)(2), (14)(14) маємо

𝜉00(𝑡) =
𝑎ℎ sin𝜔𝑡

2𝐿
=

(︂
𝑎ℎ

2𝐿

)︂
sin𝜔𝑡. (16)

У свою чергу, потенцiал 𝜙1 є розв’язком лiнiйної задачi

∇2𝜙1 = 0 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, −ℎ ≤ 𝑧 ≤ 0; (17)

343



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2024. Том 3(93), № 4. С. 336336–358358.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝜙1)𝑧 = (𝜉 − 𝜉0)𝑡 при 𝑧 = 0,

(𝜙1)𝑧 = 0 при 𝑧 = −ℎ,

(𝜙1)𝑥 = 0 при 𝑥 = 0,

(𝜙1)𝑥 = 0 при 𝑥 = 𝐿,

(𝜙1)𝑦 = 0 при 𝑦 = 0,

(𝜙1)𝑦 = 0 при 𝑦 = 𝑏.

(18)

Слiд звернути увагу на те, що для 𝜙1 граничнi умови (18)(18) є однорiдними в напрямках
абсцис i ординат 𝑥⃗ та 𝑦⃗, а неоднорiдними – у напрямку 𝑧⃗ (вiдповiдна похiдна не дорiв-
нює нулю). Тому, згiдно з теоремою Стеклова про розв’язок задачi Штурма–Лiувiлля,
𝜙1 представляється у виглядi суми за повними та ортогональними системами власних
функцiй по 𝑥 i 𝑦. Водночас власнi функцiї не утворюють повну систему по 𝑧.

Для потенцiалу 𝜙2 гранична задача формулюється так:

∇2𝜙2 = 0 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏; −ℎ ≤ 𝑧 ≤ 0; (19)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝜙2)𝑧 = 0 при 𝑧 = 0,

(𝜙2)𝑧 = 0 при 𝑧 = −ℎ,

(𝜙2)𝑥 =
(︁ ̃︀𝐹 − ̃︀𝐹0

)︁
𝑡

при 𝑥 = 0,

(𝜙2)𝑥 = 0 при 𝑥 = 𝐿,

(𝜙2)𝑦 = 0 при 𝑦 = 0,

(𝜙2)𝑦 = 0 при 𝑦 = 𝑏.

(20)

Оскiльки ця компонента має однорiднi граничнi умови по 𝑦 та 𝑧, i неоднорiднi по 𝑥,
то його можна представити у виглядi суми за повними та ортогональними системами
власних функцiй по 𝑦 та 𝑧. Слiд зазначити, що потенцiал 𝜙2 не описує змiн швидкостi 𝜉
при 𝑧 = 0, але створює компоненту тиску, яка випливає з динамiчнi умови на вiльнiй по-
верхнi (4)(4). У лiнiйному наближеннi задачi вона має частоту коливань хвилепродуктора̃︀𝐹 (𝑧).

Важливо вказати, що крайовi задачi (11)(11)–(12)(12), (17)(17)–(18)(18) та (19)(19)–(20)(20) є задачами Не-
ймана, коли задано нормальну похiдну гармонiчної функцiї. Для отримання розв’язку
без особливостей у кутових точках друга теорема Грiна вимагає, щоб її заданi значення
задовольняли умову нульового потоку через межу. Така властивiсть притаманна усiм
трьом граничним задачам.

Розв’язок крайової задачi для 𝜙0 може бути знайдений у такому виглядi:

𝜙0 = − ̃̇︀𝐹 0(𝑡)
(𝑥− 𝐿)2

2𝐿
+ 𝜉0

(𝑧 + ℎ)2

2ℎ
. (21)

Тут i далi крапка означає похiдну за часом. Зауважимо, що, з урахуванням умови (15)(15),
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яка дає 𝜉0 = ̃̇︀𝐹 0ℎ/𝐿, рiвняння Лапласа для функцiї

𝜙0 =
̃̇︀𝐹 0

2𝐿

[︀
−(𝑥− 𝐿)2 + (𝑧 + ℎ)2

]︀
(22)

задовольняється тотожно.
Розв’язок лiнiйної задачi (17)(17)–(18)(18) можна записати у виглядi

𝜙1 =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=0

𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos
𝑛𝜋𝑥

𝐿
cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏

ch [𝑘𝑛𝑚(𝑧 + ℎ)]

ch (𝑘𝑛𝑚ℎ)
(23)

за повними системами функцiй cos(𝑛𝜋𝑥/𝐿) та cos(𝑚𝜋𝑦/𝑏) з невiдомими амплiтудами
𝜙𝑛𝑚(𝑡), де

𝑘𝑛𝑚 =

√︂
𝑛2𝜋2

𝐿2
+

𝑚2𝜋2

𝑏2
. (24)

Системи функцiй cos(𝑛𝜋𝑥/𝐿) i cos(𝑚𝜋𝑦/𝑏) – повнi й ортогональнi, а значить, будь-яка
функцiя вiд 𝑥 та 𝑦, може бути представлена як ряд Фур’є за ними. Тому вираз для
перемiщень вiльної поверхнi рiдини 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡)− 𝜉0(𝑡) приймає вигляд

𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡)− 𝜉0(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=0

𝜉𝑛𝑚(𝑡) cos
𝑛𝜋𝑥

𝐿
cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏
. (25)

Гранична умова (𝜙1)𝑧 = (𝜉 − 𝜉0)𝑡, див. (18)(18), дає таке спiввiдношення мiж амплiтудами
рядiв (23)(23) i (25)(25):

𝜙𝑛𝑚 = 𝜉𝑛𝑚 (𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ)
−1 . (26)

Потенцiал швидкостi 𝜙2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) може бути записаний у формi рядiв Фур’є за пов-
ними системами cos(𝑚𝜋𝑦/𝑏) i cos(𝑗𝜋𝑧/ℎ), так що вiдповiдний загальний розв’язок має
вигляд

𝜙2 =
∑︁
𝑚

∑︁
𝑗

Φ𝑚𝑗(𝑡) cos
𝑚𝜋𝑦

𝑏
cos

𝑗𝜋𝑧

ℎ

ch [𝛼𝑚𝑗(𝑥− 𝐿)]

ch (𝛼𝑚𝑗𝐿)
, (27)

де

𝛼𝑚𝑗 =

√︂
𝑚2𝜋2

𝑏2
+

𝑗2𝜋2

ℎ2
. (28)

Використавши граничну умову (20)(20) при 𝑥 = 0 виду (𝜙2)𝑥 = ( ̃︀𝐹 − ̃︀𝐹0)𝑡, маємо

𝐹̇𝑚𝑗(𝑡) = Φ̄𝑚𝑗(𝑡) =
ch (𝛼𝑚𝑗𝐿)

𝛼𝑚𝑗 sh [𝛼𝑚𝑗(−𝐿)]ℎ𝑏

𝑏∫︁
0

0∫︁
−ℎ

(︁ ̃̇︀𝐹 − ̃̇︀𝐹 0

)︁
cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏
cos

𝑗𝜋𝑧

ℎ
𝑑𝑦𝑑𝑧. (29)

Для визначення невiдомих функцiй 𝜉𝑛𝑚(𝑡) у спiввiдношеннi (25)(25), якi описують ам-
плiтуди безпосередньо збуджуваних хвиль на вiльнiй поверхнi, слiд використовувати
лiнеаризовану динамiчну умову на вiльнiй поверхнi:

𝜙𝑡 + 𝑔𝜉 = 𝐹 (𝑡) при 𝑧 = 0, (30)
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де 𝜙 – повний потенцiал швидкостi (10)(10). Пiдстановка отриманих виразiв для трьох його
складових у спiввiдношення (30)(30) при 𝑧 = 0 призводить до функцiонального рiвняння
вiдносно 𝑥 в iнтервалi (0, 𝐿). Оскiльки 𝜙1 i 𝜙2 при 𝑧 = 0 є рядами Фур’є по 𝑦, необхiдно
представити функцiї

ch [𝛼𝑚𝑗(𝑥− 𝐿)]

ch (𝛼𝑚𝑗𝐿)

у формi розкладiв у ряди по cos(𝑛𝜋𝑥/𝐿). Слiд також розкласти функцiю (𝑥− 𝐿)2, яка
входить у вираз (22)(22), у ряд Фур’є cos(𝑛𝜋𝑥/𝐿).

Нехай

(𝑥− 𝐿)2 = 𝑎00 +
∞∑︁
𝑖=1

𝑎0𝑖 cos
𝑖𝜋

𝐿
𝑥,

ch [𝛼𝑚𝑗(𝑥− 𝐿)]

ch (𝛼𝑚𝑗𝐿)
= 𝑏𝑚𝑗0 +

∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑚𝑗𝑖 cos
𝑖𝜋

𝐿
𝑥,

(31)

де невiдомi коефiцiєнти – константи. У результатi з динамiчної умови (30)(30) для амплiтуд
функцiї коливань (31)(31) маємо рiвняння

𝜉𝑛0(𝑡)

𝑘𝑛0th (𝑘𝑛0ℎ)
+ 𝑔𝜉𝑛0(𝑡) =

̃̈︀𝐹 0𝑎0𝑛
2𝐿

−
∞∑︁
𝑗=1

𝐹0𝑗𝑏0𝑗𝑛;

𝜉𝑛𝑚(𝑡)

𝑘𝑛𝑚th (𝑘𝑛𝑚ℎ)
+ 𝑔𝜉𝑛𝑚(𝑡) = −

∞∑︁
𝑗=1

𝐹𝑚𝑗𝑏𝑚𝑗𝑛.

(32)

Таким чином, ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜉𝑛0(𝑡) + 𝜔2

𝑛0𝜉𝑛0(𝑡) =
̃̈︀𝐹 0

2𝐿
𝑎0𝑛 −

∞∑︁
𝑗=1

𝐹0𝑗𝑏0𝑗𝑛;

𝜉𝑛𝑚(𝑡) + 𝜔2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚(𝑡) = −

∞∑︁
𝑗=1

𝐹𝑚𝑗𝑏𝑚𝑗𝑛𝑏𝑛𝑚,

(33)

де 𝜔𝑛𝑚 = (𝑔𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ)
1/2 ; 𝑏𝑛𝑚 = 𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ.

Лiнiйнi рiвняння (33)(33) – це традицiйнi рiвняння для випадку вимушених коливань
з власною частотою 𝜔𝑖𝑗 [44, 3131–3333]. Розв’язавши їх при заданих початкових умовах та
заданих 𝐹0(𝑡), 𝐹𝑛𝑚(𝑡), можна визначити амплiтуди 𝜉𝑛𝑚(𝑡) коливань вiльної поверхнi
рiдини в явному виглядi.

Оскiльки хрестоподiбнi хвилi є параметричними резонансними хвилями, то для ви-
значення їхнiх амплiтуд слiд розглядати нелiнiйну постановку. Надалi ми застосуємо
метод суперпозицiї Ляме для визначення амплiтуд резонансних коливань вiльної по-
верхнi рiдини як розв’язкiв нелiнiйних задач. Спочатку з нелiнiйних граничних кiнема-
тичних умов (7)(7) знаходять амплiтуди потенцiалу 𝜙2 (27)(27). Пiсля цього на пiдставi нелi-
нiйної кiнематичної умови (5)(5) визначають спiввiдношення мiж амплiтудами потенцiалу
𝜙1 i амплiтудами 𝜉𝑛𝑚(𝑡) коливань вiльної поверхнi рiдини. Нарештi, використовуючи
нелiнiйну динамiчну умову (4)(4), отримують нелiнiйнi рiвняння для визначення амплiтуд
резонансних коливань вiльної поверхнi рiдини при заданому законi руху хвилепроду-
ктора (2)(2).
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4. ХРЕСТОПОДIБНI РЕЗОНАНСНI ХВИЛI

Нехай частота коливань хвилепродуктора 𝜔 (2)(2) удвiчi перевищує однiєї з власних
частот 𝜔𝑛𝑚 коливань вiльної поверхнi рiдини:

𝜔 ≈ 2𝜔𝑛𝑚. (34)

У цьому випадку апроксимуємо коливання вiльної поверхнi рiдини власною формою,
якiй вiдповiдає частота 𝜔𝑛𝑚:

𝜉 ≈ 𝜉𝑛𝑚(𝑡) cos
𝑛𝜋𝑥

𝐿
cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏
+ 𝜉00. (35)

Введемо малий параметр 𝜀1:

𝜀1 =
𝑎𝜔2

𝑛𝑚

𝑔
. (36)

Iще Ґарретт вказував, що коливань середнього рiвня рiдини в басейнi може бути не-
достатньо для збудження хрестоподiбних хвиль [66], але не змiг довести це математично.
Для свого iснування такi хвилi повиннi отримувати енергiю безпосередньо вiд коливань
хвилепродуктора. У вiдповiдностi до формули (16)(16) коливання середнього рiвня рiдини
𝜉00(𝑡) мають вигляд (16)(16):

𝜉00(𝑡) =
𝑎ℎ

2𝐿
sin𝜔𝑡 = 𝜀1

𝑔

2𝜔2
𝑛𝑚

ℎ

𝐿
sin𝜔𝑡. (37)

Якщо довжина басейну значно перевищує його глибину (𝐿 ≫ ℎ), тодi 𝜉00(𝑡) є зневажли-
во малою величиною порядку 𝑂(𝜀21).

Розглянемо конкретний випадок ℎ/𝐿 = 0.05, який вiдповiдає параметрам геометрiї
басейну в Iнститутi гiдромеханiки НАН України. При цьому вплив потенцiалу 𝜙0

𝜙0 =
𝑎𝜔

4𝐿
cos𝜔𝑡

[︀
−(𝐿− 𝑥)2 + (𝑧 + ℎ)2

]︀
=

𝜀1𝑔 cos𝜔𝑡

2𝜔𝑛𝑚𝐿

[︀
(𝑧 + ℎ)2 − (𝐿− 𝑥)2

]︀
(38)

враховуватиметься при використаннi нелiнiйних граничних умов (4)(4), (5)(5) i (7)(7).
Якщо коливання вiльної поверхнi апроксимуються функцiєю виду (35)(35), то

𝜙1 ≈ 𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos
𝑛𝜋𝑥

𝐿
cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏

ch[𝑘𝑛𝑚(𝑧 + ℎ)]

ch(𝑘𝑛,𝑚ℎ)
. (39)

Вiзьмемо нелiнiйне граничне рiвняння (7)(7) для потенцiалу 𝜙 = 𝜙0 + 𝜙1 + 𝜙2. Вико-
ристовуючи розклад в околi 𝑥 = 0 та зберiгаючи члени 𝑂(𝜀

3/2
1 ), в результатi отримуємо

вираз для 𝜙2. Розглянемо цю процедуру бiльш детально.
Кiнематична умова на межi хвилепродуктора при його незалежних вiд 𝑦 коливаннях

𝑥 = 𝐹 (𝑧) sin𝜔𝑡 = 𝑎

(︂
1 +

1

ℎ
𝑧

)︂
sin𝜔𝑡 = 𝜀1

𝑔

𝜔2
𝑛𝑚

(︂
1 +

1

ℎ
𝑧

)︂
sin𝜔𝑡,

має вигляд

(𝜙0)𝑥 + (𝜙1)𝑥 + (𝜙2)𝑥 = 𝜔𝐹 (𝑧) cos𝜔𝑡+ 𝐹 ′(𝑧) [(𝜙0)𝑧 + (𝜙1)𝑧 + (𝜙2)𝑧] . (40)
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Оскiльки (𝜙1)𝑥 = 0 при 𝑥 = 0, то пiсля його розкладу в околi хвилепродуктора в
ряд Тейлора, маємо

(𝜙1)𝑥 ≈ −
(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁2
𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏

ch 𝑘𝑛𝑚(𝑧 + ℎ)

ch 𝑘𝑛𝑚ℎ
𝜀1

𝑔

𝜔2
𝑛𝑚

(︂
1 +

1

ℎ
𝑧

)︂
sin𝜔𝑡 = 𝑂(𝜀

3/2
1 ), (41)

бо 𝜙𝑛𝑚(𝑡) має той самий порядок, що й 𝜉𝑛𝑚(𝑡).
Водночас

(𝜙0)𝑥 =
𝜀1𝑔 cos𝜔𝑡

2𝜔2
𝑛𝑚

(︂
2− 2𝑥

𝐿

)︂
=

𝜀1𝑔 cos𝜔𝑡

𝜔2
𝑛𝑚

+𝑂(𝜀21). (42)

Тому зi спiввiдношення (40)(40) отримуємо

(𝜙2)𝑥 =
2𝜀1𝑔

𝜔2
𝑛𝑚

(︂
1

2
+

1

ℎ
𝑧

)︂
cos𝜔𝑡+

+
(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁2
𝜀1

𝑔

𝜔2
𝑛𝑚

(︂
1

2
+

1

ℎ
𝑧

)︂
sin𝜔𝑡𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏

ch 𝑘𝑛𝑚(𝑧 + ℎ)

ch 𝑘𝑛𝑚ℎ
+

+𝜀1
𝑔 sin𝜔𝑡

𝜔2
𝑛𝑚ℎ

(𝜙1)𝑧 =
2𝜀1𝑔

𝜔2
𝑛𝑚

(︂
1

2
+

1

ℎ
𝑧

)︂
cos𝜔𝑡+

+𝜀1
𝑔

𝜔2
𝑛𝑚

(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁2(︂1

2
+

1

ℎ
𝑧

)︂
sin𝜔𝑡𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos

𝑚𝜋𝑦

𝑏

ch 𝑘𝑛𝑚(𝑧 + ℎ)

ch 𝑘𝑛𝑚ℎ
+

+𝜀1
𝑔 sin𝜔𝑡

𝜔2
𝑛𝑚ℎ

𝑘𝑛𝑚𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos
𝑚𝜋𝑦

𝑏

sh 𝑘𝑛𝑚(𝑧 + ℎ)

ch 𝑘𝑛𝑚ℎ
+𝑂(𝜀21).

(43)

Враховуючи розклад (27)(27), отримуємо

(𝜙2)𝑥|𝑥=0 = −
∞∑︁
𝑗=0

Φ0𝑗(𝑡)

(︂
cos

𝑗𝜋𝑧

ℎ

)︂
𝛼0𝑗th𝛼0𝑗𝐿−

−
∞∑︁

𝑚=1

cos
𝑚𝜋𝑦

𝑏

[︃
−

∞∑︁
𝑗=0

Φ𝑚𝑗(𝑡)𝛼𝑚𝑗th𝛼𝑚𝑗𝐿 cos
𝑗𝜋𝑧

ℎ

]︃
.

(44)

Пiдставивши вираз (44)(44) в оцiнку (43)(43) i застосувавши процедуру Бубнова, пiсля iнтегру-
вання по поверхнi хвилепродуктора й урахування спiввiдношення (26)(26) маємо

𝜙2 = 𝜀1 cos𝜔𝑡
∞∑︁
𝑗=0

̃︀Φ0𝑗 cos
𝑗𝜋𝑧

ℎ

ch𝛼0𝑗(𝑥− 𝐿)

ch𝛼0𝑗

+

+𝜀1𝜉𝑛𝑚(𝑡) sin𝜔𝑡
∞∑︁
𝑗=0

̃︀Φ𝑚𝑗 cos
𝑚𝜋𝑦

𝑏
cos

𝑗𝜋𝑧

ℎ

ch𝛼𝑚𝑗(𝑥− 𝐿)

ch𝛼𝑚𝑗

.
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Тут

̃︀Φ0𝑗 =
−4𝑔

𝜔𝑛𝑚𝛼0𝑗th𝛼0𝑗𝐿

0∫︁
−ℎ

𝑧

ℎ
cos

𝑗𝜋𝑧

ℎ
𝑑𝑧;

̃︀Φ𝑖𝑗(𝑡) = 0 при 𝑖 ̸= 0, 𝑖 ̸= 𝑚;

̃︀Φ𝑚𝑗 = −
𝑔
(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁2
𝜔2
𝑛𝑚𝛼𝑚𝑗th𝛼𝑚𝑗𝐿(𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ)

0∫︁
−ℎ

𝑧

ℎ
cos

𝑗𝜋𝑧

ℎ
𝑑𝑧 при 𝑗 ̸= 0;

̃︀Φ𝑚0 =

−𝑔

[︂
3

2

(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁2
+

𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ

ℎ

]︂
𝜔2
𝑛𝑚ℎ𝛼𝑚0th𝛼𝑚0𝐿(𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ)

при 𝑗 = 0.

(45)

Таким чином, складова потенцiалу 𝜙2 набуває вигляду

𝜙2 = 𝜀1 cos𝜔𝑡̃︀Φ00 + 𝜀1 cos𝜔𝑡
∞∑︁
𝑗=1

̃︀Φ0𝑗 cos
𝑗𝜋𝑧

ℎ

ch𝛼0𝑗(𝑥− 𝐿)

ch𝛼0𝑗

+

+𝜀1𝜉𝑛𝑚(𝑡) sin𝜔𝑡̃︀Φ𝑚0 cos
𝑛𝜋𝑦

𝑏

ch𝛼𝑚0(𝑥− 𝐿)

ch𝛼𝑚0

+

+𝜀1𝜉𝑛𝑚(𝑡) sin𝜔𝑡
∞∑︁
𝑗=1

̃︀Φ𝑚𝑗 cos
𝑛𝜋𝑦

𝑏

ch𝛼𝑚𝑗(𝑥− 𝐿)

ch𝛼𝑚𝑗

.

(46)

Зауважимо, що члени розкладу 𝜙2, в якi входить спiвмножник 𝜀1𝜉𝑛𝑚(𝑡) sin𝜔𝑡, мають
порядок 𝑂(𝜀

3/2
1 ), оскiльки виконується спiввiдношення (45)(45). Для знаходження амплiтуди

хрестоподiбних хвиль 𝜉𝑛𝑚(𝑡) необхiдно використати динамiчну (4)(4) та кiнематичну (5)(5)
граничнi умови. Для цього розкладемо їх у ряди Тейлора, знаючи, що 𝜙1 ∼ 𝑂(𝜀

1/2
1 ), а

𝜙0 i 𝜙2 ∼ 𝑂(𝜀1). При утриманнi членiв порядку 𝑂(𝜀
3/2
1 ) умова (5)(5) набуває вигляду

(𝜙0)𝑧 + (𝜙1)𝑧 + 𝜉 (𝜙0)𝑧𝑧 + 𝜉 (𝜙1)𝑧𝑧 + 𝜉2 (𝜙1)𝑧𝑧𝑧 + 𝜉 (𝜙2)𝑧𝑧 =

= 𝜉𝑡 + (𝜙1)𝑥 𝜉𝑥 + (𝜙1)𝑦 𝜉𝑦 + (𝜙0)𝑥 𝜉𝑥 + (𝜙2)𝑦 𝜉𝑦 + (𝜙1)𝑥𝑧 𝜉𝜉𝑥 + (𝜙1)𝑦𝑧 𝜉𝜉𝑦

при 𝑧 = 0.

(47)

Пiдставляючи вирази (38)(38), (39)(39), (46)(46) у спiввiдношення (47)(47), домножуючи останнє
на cos(𝑚𝜋𝑦/𝑏) cos(𝑛𝜋𝑥/𝐿) та iнтегруючи по всiй вiльнiй поверхнi рiдини при 𝑧 = 0,
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отримуємо

𝜙𝑛𝑚(𝑡)𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ+
𝜀1𝑔 cos𝜔𝑡

𝜔𝑛𝑚𝐿
𝜉𝑛𝑚−

− (𝜀1 cos𝜔𝑡) 𝜉𝑛𝑚(𝑡)
∞∑︁
𝑗=1

(︂
𝑗𝜋

ℎ

)︂2 ̃︀Φ0𝑗2

𝐿∫︁
0

cos2
𝑛𝜋𝑥

𝐿

ch𝛼0𝑗(𝑥− 𝐿)

ch𝛼0𝑗

𝑑𝑥 =

= 𝜉𝑛𝑚(𝑡) +
𝜀1𝑔 cos𝜔𝑡𝜉𝑛𝑚

𝜔𝑛𝑚𝐿

2

2

𝐿∫︁
0

(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁
(𝐿− 𝑥) sin 2

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥.

Таким чином,

𝜙𝑛𝑚(𝑡) =
𝜉𝑛𝑚

𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ
− 𝜀1𝜉𝑛𝑚𝐷 cos𝜔𝑡, (48)

де

𝐷 =
1

𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ

⎡⎣ 𝑔

𝜔𝑛𝑚𝐿

∞∑︁
𝑗=1

(︂
𝑗𝜋

ℎ

)︂2 ̃︀Φ0𝑗2

𝐿∫︁
0

cos2
𝑛𝜋𝑥

𝐿

ch𝛼0𝑗(𝑥− 𝐿)

ch𝛼0𝑗

𝑑𝑥+

+
𝑔

𝜔𝑛𝑚𝐿

𝐿∫︁
0

(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁
(𝑥− 𝐿) sin 2

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥

⎤⎦ .

Доданок 𝜀1𝐷𝜉𝑛𝑚(𝑡) cos𝜔𝑡 виражає вплив потенцiалiв 𝜙0 i 𝜙2 на величину 𝜙𝑛𝑚(𝑡), яка
є фактично амплiтудою 𝜙1. Як ми побачимо далi, наявнiсть цього члена призводити-
ме, до параметричного резонансу, так само, як i наявнiсть членiв зi спiвмножниками
𝜀1𝜉𝑛𝑚(𝑡) sin𝜔𝑡 у виразi (46)(46).

Розкладемо в ряд Тейлора динамiчну умову (4)(4), утримуючи члени порядку 𝑂(𝜀3/2):

(𝜙0)𝑡 + (𝜙1)𝑡 + 𝜉 (𝜙1)𝑡𝑧 + 𝜉2 (𝜙1)𝑡𝑧𝑧 + (𝜙2)𝑡 + 𝑔𝜉 +
1

2

[︁
(𝜙1)

2
𝑥 + (𝜙1)

2
𝑦 + (𝜙1)

2
𝑧

]︁
+

+(𝜙1)𝑥 (𝜙2)𝑥 + (𝜙1)𝑦 (𝜙2)𝑦 + (𝜙1)𝑧 (𝜙2)𝑧 + (𝜙1)𝑥 (𝜙0)𝑥 + (𝜙1)𝑧 (𝜙0)𝑧 +

+(𝜙1)𝑧 𝜉 (𝜙1)𝑧𝑧 + (𝜙1)𝑥 𝜉 (𝜙1)𝑥𝑧 + (𝜙1)𝑦 𝜉 (𝜙1)𝑦𝑧 = 𝐹0(𝑡) при 𝑧 = 0.

(49)

Далi, пiдставимо вирази (38)(38), (39)(39), (46)(46) (47)(47) i (48)(48) у спiввiдношення (49)(49), домножимо
його на cos(𝑚𝜋𝑦/𝑏) cos(𝑛𝜋𝑥/𝐿) та проiнтегруємо по всiй вiльнiй поверхнi рiдини при
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𝑧 = 0. Це дає рiвняння

𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝜉𝑛𝑚

𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ
− 𝜀1𝜉𝑛𝑚𝐷 cos𝜔𝑡

)︃
+

9

16
𝜉2𝑛𝑚

𝜉𝑛𝑚𝑘
2
𝑛𝑚

𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ
+

+
𝑑

𝑑𝑡

[︃
𝜀1𝜉𝑛𝑚(𝑡) sin𝜔𝑡

(︃̃︀Φ𝑚0𝑏𝑚0𝑛 +
∞∑︁
𝑗=1

̃︀Φ𝑚𝑗𝑏𝑚𝑗𝑛

)︃]︃
+

+𝑔𝜉𝑛𝑚 +
9

16
𝜉𝑛𝑚𝑘

3
𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ

𝜉2𝑛𝑚
𝑘2
𝑛𝑚th 2𝑘𝑛𝑚ℎ

+

+
3

16

[︀
𝑘2
𝑛𝑚

]︀
𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ𝜉𝑛𝑚

𝜉2𝑛𝑚
𝑘2
𝑛𝑚th 2𝑘𝑛𝑚ℎ

= 0.

(50)

Пiсля очевидних перетворень запишемо його в формi

𝜉𝑛𝑚 − 𝜀1 (𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ) 𝜉𝑛𝑚𝐷 cos𝜔𝑡+ 𝜀1 (𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ) 𝜉𝑛𝑚𝐷𝜔 sin𝜔𝑡+

+𝜔2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 +

9

16
𝜉2𝑛𝑚𝑘

2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 +

3

4
𝜉𝑛𝑚𝑘

2
𝑛𝑚𝜉

2
𝑛𝑚+

+𝜀1𝜉𝑛𝑚𝐷1 sin𝜔𝑡+ 𝜀1𝜔𝐷1𝜉𝑛𝑚 cos𝜔𝑡 = 0,

де

𝐷1 = ̃︀Φ𝑚0𝑏𝑚0𝑛 +
∞∑︁
𝑗=1

̃︀Φ𝑚𝑗𝑏𝑚𝑗𝑛.

Урахувавши, що 𝜉𝑛𝑚 ≈ −𝜔2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 +𝑂(𝜀1), маємо

𝜉𝑛𝑚 + 𝜔2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 − 9

16
𝜔2
𝑛𝑚𝑘

2
𝑛𝑚𝜉

2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 +

3

4
𝑘2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚𝜉

2
𝑛𝑚+

+𝜀1𝜉𝑛𝑚 cos𝜔𝑡 (𝜔𝐷1 − 𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ𝐷)− 𝜀1𝜉𝑛𝑚 sin𝜔𝑡 (𝜔2
𝑛𝑚𝐷1 − 𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ𝜔𝐷) = 0.

(51)

Таким чином, для визначення амплiтуди резонансних хрестоподiбних хвиль отримано
рiвняння коливань з двома перiодично змiнними в часi коефiцiєнтами, тобто, рiвняння
типу Матьє:

𝜉𝑛𝑚 + 𝜔2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 − 9

16
𝜔2
𝑛𝑚𝑘

2
𝑛𝑚𝜉

3
𝑛𝑚 +

3

4
𝑘2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚𝜉

2
𝑛𝑚+

+𝜀1𝐷2𝜉𝑛𝑚 sin𝜔𝑡+ 𝜀1𝐷3𝜉𝑛𝑚 cos𝜔𝑡 = 0,

(52)

де
𝐷2 = 𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ𝜔𝐷 − 𝜔2

𝑛𝑚𝐷1;

𝐷3 = −𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚ℎ𝐷 + 2𝜔𝑛𝑚𝐷1.

Зауважимо, що 𝐷1 < 0, оскiльки згiдно з (45)(45) ̃︀Φ𝑚𝑗 < 0. Це означає, що хрестоподi-
бнi хвилi як розв’язки класичного рiвняння Матьє [55] будуть мати значущi ненульовi
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амплiтуди. Також усi члени рiвняння, якi вказують на можливiсть iснування хрестопо-
дiбних хвиль з ненульовими амплiтудами та входять в параметричнi члени, пропорцiйнi
функцiї коливань хвилепродуктора. Саме завдяки ним i виникає можливiсть iснування
хрестоподiбних хвиль. Таким чином, на основi методу суперпозицiї ми описали меха-
нiзм перекачки енергiї вiд хвилепродуктора в хрестоподiбнi хвилi в iдеальнiй рiдинi,
яка заповнює прямокутний басейн скiнченних розмiрiв.

Насамкiнець звертаємо увагу читачiв на низку дуже послiдовних дослiджень щодо
побудови математичних моделей збудження хрестоподiбних поверхневих хвиль у рiдинi
в бокалах при випромiнюваннi останнiми звукових хвиль [44, 2727, 3434]. Уперше розв’язки
для хрестоподiбних хвиль в повнiстю обмежених басейнах були побудованi в роботах
Т. Краснопольської та Г. ван Хейста [44,2727].

5. ВИСНОВКИ

1. У дослiдному басейнi Iнституту гiдромеханiки НАН України проведено серiю екс-
периментiв, у яких спостерiгались хрестоподiбнi поверхневi хвилi, генерованi при
певних режимах роботи хвилепродуктора. Кiлькiсно оцiнено частотнi дiапазони
коливань хвилепродуктора, при яких виникають хрестоподiбнi хвилi.

2. Для вивчення усталених режимiв хрестоподiбних хвиль у прямокутному басейнi
скiнченних розмiрiв з хвилепродуктором уперше застосовано метод Ляме супер-
позицiї розв’язкiв, розроблений для розв’язання задач в теорiї пружностi.

3. Отримано аналiтичнi розв’язки для хрестоподiбних хвиль. Показано, що в басей-
нах скiнченних розмiрiв вони можуть генеруватися безпосередньо рухом хвилепро-
дуктора. Побудовано нелiнiйну математичну модель, яка описує процес перекачки
енергiї вiд хвилепродуктора в поверхневi хвилi рiзних типiв.

4. Результуюче модельне диференцiальне рiвняння є рiвнянням Матьє, в якому всi
члени, що вказують на можливiсть iснування хрестоподiбних хвиль ненульових
амплiтуд та входять у параметричний член, пропорцiйнi функцiї коливань хви-
лепродуктора. Таким чином, генерацiя хрестоподiбних хвиль стає можливою ви-
ключно за рахунок коливань хвилепродуктора.
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T. S. Krasnoplolskaya, V. D. Pechuk
Dynamics of cross-waves in finite rectangular tanks

The paper examines the cross-waves emerging on the surface of the tank in a direction
perpendicular to the direction of the wavemaker’s motion. The difficulties of mathe-
matical analysis of this phenomenon are related to the fact that the linearized motion
equations do not describe the generation mechanism for such waves. The experimental
observations of cross-waves in the experimental tank of the Institute of Hydromechan-
ics of NAS of Ukraine indicate that they emerge due to the realization of parametric
resonance conditions in the nonlinear system. The frequency ranges of wavemaker os-
cillations for which the cross-waves occur are quantitatively estimated. It should be
mentioned that all previous studies in this domain were based on the methodologies
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that used Havelock’s solution for the reservoir of infinite length or depth. On the
contrary, here the generation of cross-waves is considered in the long rectangular tank
with finite dimensions. To study their steady regimes, the Lamé superposition method
developed for solving elasticity theory problems was used for the first time. As shown,
the considered waves in the finite tanks may be generated by the immediate motion of
the wavemaker. The corresponding analytical solutions for the velocity potential are
obtained, and the orders of magnitude are assessed for all its components by introduc-
ing the small parameter. The mathematical model is proposed to describe the process
of the wavemaker’s energy transmission into the cross-waves. The obtained differential
equation is of the Mathieu type. Studying its coefficients reveals the possibility of the
existence of cross-waves with non-zero amplitudes in the system under consideration.
It is worth noting that all the addends forming the parametric term are proportional
to the function of the forcing oscillation. Therefore, the generation of the cross-waves
is possible only due to cyclic fluid motions excited by the wavemaker.

KEY WORDS: cross-waves, parametric resonance, finite tank, method of superposi-
tion, the Mathieu differential equation
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