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Представлений чисельний алгоритм для розв’язання рiвнянь мiлкої води, який ґрунтується на центральнiй схемi
"проти потоку"типу Годунова. Вiн використовує сiткову апроксимацiю Курганова-Ноелля-Петрової (KNP-flux), коли
потоки консервативних змiнних через границi контрольних об’ємiв оцiнюються за допомогою локальних швидкостей
поширення збурень. Застосування кусково-лiнiйної апроксимацiї функцiї дна i спецiальних квадратур для неї робить
цю схему добре збалансованою i, в той cамий час, такою, що зберiгає додатнi значення глибини у всiй розрахунко-
вiй областi. Для зменшення чисельної дисипацiї використовується антидифузiйний член у формi Курганова–Лiня.
Розроблений алгоритм застосований до моделювання одно- i двовимiрних нестацiонарних гiдравлiчних течiй, в то-
му числi тих, якi утворюються при руйнуваннi захисних берегових споруд. Порiвняння результатiв розрахункiв з
вiдомими експериментальними i чисельними даними свiдчить, що запропонована схема адекватно вiдтворює течiї
у вiдкритих водоймах, включно з докритичними, закритичними i перехiдними потоками. Виконанi розрахунки гi-
дродинамiчних характеристик течiї на заданiй дiлянцi рiчки Днiпро дозволили одержати оцiнки швидкостi течiї i
рiвнiв пiдйому води в рiзних умовах як природного характеру, так i пов’язаних з антропогенними навантаженнями.

КЛЮЧОВI СЛОВА: рiвняння мiлкої води, кусково-лiнiйнa апроксимацiя, нестацiонарнi гiдравлiчнi течiї

Представлен численный алгоритм для решения уравнений мелкой воды, который основан на центральной схеме
"против течения"типа Годунова. Он использует сеточную аппроксимацию Курганова-Ноэлля-Петровой (KNP-flux),
когда потоки консервативных переменных через границы элементарных объемов оцениваются с помощью локальных
скоростей распространения возмущений. Благодаря кусочно-линейной аппроксимации функции дна и специальным
квадратурам для неё, эта схема является одновременно и хорошо сбалансированной, и сохраняет положительные
значения глубины во всей расчетной области. Для уменьшения численной диссипации используется антидиффу-
зионный член в форме Курганова-Линя. Разработанный алгоритм применен к моделированию одно- и двумерных
нестационарных гидравлических течений, в том числе тех, которые формируются при разрушении защитных бе-
реговых сооружений. Сравнение результатов расчетов с известными экспериментальными и численными данными
свидетельствует о том, что предложенная схема адекватно воспроизводит течения в открытых водоемах, включая
докритические, закритические и переходные потоки. Проведенные расчеты гидродинамических характеристик те-
чения на заданом участке реки Днепр позволили получить оценки скорости течения и уровней подъема воды в
различных условиях как природного характера, так и связанных с антропогенными нагрузками.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: уравнения мелкой воды, кусочно-линейная аппроксимация, нестационарныe гидравлическиe
течения

The numerical algorithm for solving the system of shallow water equations is developed on the base of a Godunov-type
central-upwind scheme. It uses Kurganov-Noelle-Petrova (KNP) numerical flux method, when local propagation speeds are
applied for estimation of fluxes of conservative variables across control volume boundaries. This method is simultaneously
well-balanced and fluid depth positivity preserving due to using special quadrature for approximation of the bottom
function. Anti-diffusion term as proposed by Kurganov-Lin is applied to reduce the scheme numerical dissipation.
The algorithm is tested with various examples of non-stationary hydraulic flows, including dam-break problems as in
one-dimensional as in two-dimensional cases. Comparisons between numerical and exact solutions or experimental data
demonstrated that the developed numerical scheme is capable of accurately reproducing various open channel flows,
including subcritical, supercritical and transcritical flows. The scheme was applied for calculating velocities and water
levels in the Dniper River near Kyiv in different conditions connected as with seasonal variations of discharge as with
anthropogenic loads.

KEY WORDS: shallow water equations, piecewise approximation, non-stationary hydraulic flows

ВСТУП

Вивчення рiчкових течiй є важливим для вирi-
шення багатьох технiчних проблем, якi виникають
у зв’язку з посиленням антропогенних наванта-
жень на навколишнє середовище. Iнтенсивне су-
дноплавство в рiчках та каналах, будiвництво в
прибережнiй зонi, неконтрольований забiр води i
пiску, забруднення рiчок вiдходами можуть спри-
чинити зсуви ґрунту, руйнування берегiв, прорив
дамб, розмив мостових опор та iншi екологiчнi i те-

хногеннi катастрофи. Для їх уникнення необхiдно
мати прогнознi оцiнки щодо еволюцiї рiчкової течiї
в умовах зовнiшнього втручання.

Протягом довгого часу наукову базу для рiчко-
вих технiчних проектiв забезпечувала гiдравлiка.
Її концептуальнi моделi ґрунтуються на емпiри-
чних спiввiдношеннях, одержаних або зi спосте-
режень за полем течiї, або з лабораторних експе-
риментiв [1, 2]. В 90-х роках минулого сторiччя в
рiчкову гiдродинамiку почали широко впроваджу-
ватися комп’ютернi технологiї. Їхньою перевагою є
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те, що вони реалiзують пряме масштабне моделю-
вання течiї, дозволяють виявити вплив окремих
факторiв i є набагато дешевшими за натурнi чи
модельнi експерименти [3]. Можливостi розрахун-
ку залежать вiд того, наскiльки точно фiзичнi про-
цеси описуються вибраною математичною модел-
лю. Задача ускладнюється тим, що рiчковi потоки
мають вiльну поверхню, нерегулярнi береги i дно,
що змiнюється, тому для побудови математичної
моделi використовується багато припущень та ем-
пiричних формул. Чисельне моделювання i фiзи-
чний експеримент у сучаснiй рiчковiй гiдродина-
мiцi взаємодоповнюються. Експериментальнi данi
необхiднi для тестування чисельних алгоритмiв i
апробацiї результатiв розрахункiв. Чисельний ана-
лiз широко використовується для прогнозування
сценарiїв, якi можуть виникнути в рiчкових систе-
мах зi змiною зовнiшнiх умов.

Рiчкова течiя як екосистема складається iз вза-
ємопов’язаних гiдродинамiчного i морфологiчно-
го процесiв. Гiдродинамiчнi явища визначаються
глибиною i швидкiстю водної течiї. Вони залежать
вiд форми донної поверхнi i конфiгурацiї берегової
лiнiї, а також вiд наявностi в потоцi iнженерних
споруд (дамб, мостiв тощо). Морфологiчнi змiни
дна i берегiв вiдбуваються внаслiдок пiдiймання
частинок ґрунту з дна, їх переносу водною течiєю
та випадання осадiв. В реальних рiчкових потоках,
за виключенням екстремальних ситуацiй, таких,
як руйнування дамби, русло змiнюється значно
повiльнiше, нiж течiя. Тому в бiльшостi чисельних
моделей динамiка течiї i еволюцiя русла розрахо-
вуються послiдовно [4]. В гiдродинамiчному блоцi
знаходяться швидкiсть та iншi характеристики по-
ля течiї, якi є вхiдними параметрами для морфо-
логiчного блоку. Далi гiдродинамiчна модель мо-
же коректуватися з урахуванням результатiв мор-
фологiчного розрахунку.

Течiї в рiчковiй гiдродинамiцi зазвичай опису-
ються рiвняннями мiлкої води, якi випливають з
повної системи рiвнянь Нав’є-Стокса при iнтегру-
ваннi по вертикальнiй координатi за умови, що
тиск у потоцi розподiлений за гiдростатичним за-
коном [3]. Рiвняння мiлкої води належать до гiпер-
болiчних законiв збереження, тому чисельнi схеми,
якi пропонуються для їхнього розв’язання, повин-
нi коректно описувати розриви у розв’язках.

Сучаснi чисельнi методи для iнтегрування гi-
перболiчних законiв збереження спочатку були
розвиненi в газовiй динамiцi i прийшли у гiдрав-
лiку завдяки однаковiй математичнiй природi рiв-
нянь Ейлера для стисливої рiдини i рiвнянь мiлкої
води. Вони вiдрiзняються тим, що:

1) є консервативними, тобто адаптованими до

течiй з розривами,
2) враховують iнформацiю про напрямки i

швидкiсть поширення збурень.
Незалежно вiд того, використовується метод

Гальоркiна-Петрова [5], кiнцево-рiзницевi схеми [6,
7] чи метод скiнчених об’ємiв [8], цi алгоритми ма-
ють високу роздiльну здатнiсть, що дозволяє мо-
делювати раптовi змiни гiдравлiчних параметрiв
без похибок та генерацiї штучних коливань.

Важливе мiсце серед консервативних алгори-
тмiв з високою роздiльною здатнiстю займає метод
скiнчених об’ємiв, який належить до проекцiйно-
еволюцiйних методiв Годунова. В залежностi вiд
того, враховується чи нi напрямок поширення збу-
рень, чисельнi схеми, побудованi на його основi,
роздiляються на двi групи:
• схеми проти течiї (upwind)
• центральнi схеми (central).
В першому випадку рiвняння iнтегруються по

часовi на границях контрольних об’ємiв. Для цьо-
го точними [9] чи наближеними методами [10, 11]
розв’язується задача Рiмана, яка полягає у знахо-
дженнi розривної на границях елементарного об’-
єму змiнної по вiдомим лiвому i правому значе-
ннях. Рiманiвськi алгоритми (солвери) будуються
на основi характеристичної iнформацiї, що iстотно
зменшує чисельну дифузiю методу i дозволяє ма-
ксимально точно описувати розриви у розв’язках.

Прототипом сучасних центральних схем є добре
вiдома схема Лакса-Фрiдрiхса [12]. Її перевагою є
простота, однак вона не забезпечує знаходження
коректних розв’язкiв поблизу розривiв, якою б гу-
стою не була розрахункова сiтка. Узагальнення цi-
єї схеми, яке має бiльш високу роздiльну здатнiсть
i другий порядок точностi, було запропоновано в
1990 роцi в роботi [13]. З тих пiр центральнi схеми
iнтенсивно розвивалися [14], тому що вони є зна-
чно простiшими i унiверсальнiшими, нiж upwind
схеми, оскiльки не потребують розв’язання задачi
Рiмана. Але їхнiм iстотним недолiком залишала-
ся велика чисельна дифузiя, яка особливо впливає
на результат при малому кроцi по часовi або ко-
ли час iнтегрування достатньо довгий. Для змен-
шення чисельної дифузiї в роботi [15] розробле-
ний новий клас центральних схем, який ґрунтує-
ться на бiльш точнiй оцiнцi ширини областi роз-
риву реконструйованих змiнних (Riemann fans) за
допомогою локальних швидкостей поширення збу-
рень. Тут пропонується iнтегрувати змiннi за ча-
сом окремо по тiй частинi контрольного об’єму, де
вони неперервнi, i по границi, де має мiсце роз-
рив, пiсля чого одержанi розв’язки проектуються
на початкову сiтку. Показано, що при такому пiд-
ходi порядок чисельної дифузiї розрахункової схе-
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ми зменшується вiд O(∆x2r/∆t), як в роботi [13],
до O(∆x2r−1/∆t) (тут ∆x, ∆t− кроки дискрети-
зацiї по простору i по часовi вiдповiдно; r− по-
рядок чисельної схеми по простору). Використан-
ня характеристичної iнформацiї дозволяє набли-
зити центральнi алгоритми до схем "проти пото-
ку". Термiн "central-upwind schemes" вперше був
введений в роботi [16]. В роботi [17] запропонова-
на їхня модифiкацiя, яка дозволяє зменшити ще
системну чисельну дифузiю за рахунок введення
антидифузiйного члену.

Центральнi схеми бiльш високих порядкiв на
прямокутнiй сiтцi розвиненi в роботах [18, 19].
Центральна схема для рiвнянь мiлкої води на не-
структурованiй сiтцi представлена в роботi [20].

Чисельнi алгоритми, що розглядаються в цiй ро-
ботi, є нелiнiйними i належать до класу так званих
TVD-методiв (Total Variation Diminishing) [21, 22],
в яких схемна помилка не збiльшується з часом.
Вони забезпечують розв’язки принаймнi другого
порядку точностi там, де течiя монотонна, i усува-
ють коливання, зумовленi похибками апроксимацiї
змiнних, поблизу великих градiєнтiв або розривiв.

Центральна схема може бути реалiзована в пов-
нiстю дискретному або у напiвдискретному фор-
мулюваннях. В першому випадку закони збере-
ження iнтегруються в межах контрольного об’є-
му одночасно по простору i по часовi. Напiвдис-
кретнi алгоритми є граничним випадком повнiстю
дискретних схем при [15]. В них консервативний
закон iнтегрується спочатку по простору, а потiм
одержанi звичайнi диференцiйнi рiвняння iнтегру-
ються по часовi. Цей пiдхiд є бiльш простим i гну-
чким, тому зазвичай використовується при розв’я-
заннi практичних задач, хоча повнiстю дискретнi
схеми мають вищу роздiльну здатнiсть.

При iнтегруваннi неоднорiдних законiв збере-
ження, коли права частина потребує iнтегруван-
ня по простору, як у напiвдискретних схемах, або
по простору i часовi, як у повнiстю дискретних
схемах, виникає проблема вибору вiдповiдної ква-
дратури для правої частини. Головна вимога тут
полягає в тому, щоб на дискретному рiвнi зберi-
галися стацiонарнi розв’язки. Такi чисельнi схеми
називаються добре збалансованими [23].

Iншою вимогою до чисельних алгоритмiв для iн-
тегрування рiвнянь мiлкої води є те, що вони по-
виннi описувати поширення фронтiв затоплення
на сухих поверхнях (dry/wet fronts). В цьому ви-
падку навiть незначнi коливання змiнних, пов’я-
занi з похибками чисельної схеми, можуть спро-
вокувати появу вiд’ємних значень глибини. Звiдси
випливає вимога стiйкостi чисельної схеми, яка по-
лягає у здатностi зберiгати додатнi значення гли-

бини у всiй розрахунковiй областi.
Розвинений в цiй роботi чисельний алгоритм

для моделювання рiчкових течiй ґрунтується на
центральнiй схемi другого порядку Курганова-
Ноелля-Петрової [16] з використанням антидифу-
зiйного члена, введеного в [17]. Одержанi шляхом
просторової дискретизацiї диференцiйнi рiвняння
iнтегруються явно по часовi методом Рунге-Кутта
3-го порядку, який належить до "сильно стiй-
ких"iнтеграцiйних схем (Strong Stability Preservi-
ng) [24]. Виконанi в роботi тестування цього алго-
ритму в одно- i двовимiрному випадках на класи-
чних гiдравлiчних прикладах i даних лаборатор-
них вимiрювань, якi вiдомi з лiтературних дже-
рел, показали, що центральна схема добре описує
гiдравлiчнi процеси, в тому числi з рiзкою змiною
параметрiв, зокрема, такi, що виникають при руй-
нуваннi дамб та iнших захисних гiдротехнiчних
споруд. Чисельну модель адаптовано до розрахун-
ку реальних рiчкових потокiв, зокрема, на її осно-
вi одержанi гiдродинамiчнi характеристики течiї в
рiчцi Днiпро поблизу Дарницького мосту (м. Київ)
при iнтенсивному заборi донних вiдкладень.

1. МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ

Рiвняння мiлкої води виводяться з рiвнянь ди-
намiки рiдини (нерозривностi та моментiв) за умо-
ви, що тиск у потоцi розподiлений по гiдростати-
чному закону. Докладне описання цiєї процедури
можна знайти, наприклад, в монографiї [3]. Якщо
не приймати до уваги турбулентну дифузiю, си-
лу Корiолiса i вплив вiтру, система двовимiрних
рiвнянь мiлкої води має наступний вигляд:

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
+

∂G(U)

∂y
= S(U), (1)

де t – час; x, y – поздовжня i поперечна горизон-
тальнi координати; F, G – вектори потокiв консе-
рвативних змiнних в x- та y-напрямках вiдповiд-
но; вектор S задає джерела втрат консервативних
змiнних.

Вектори U, F, G виражаються через глибину
водної течiї h та осередненi по нiй компоненти
швидкостi u i v:

U =




h

hu

hv


,

F =




hu

hu2 +
1

2
gh2

huv


, G =




hv

huv

hv2 +
1

2
gh2


,
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де g− постiйна гравiтацiї.
Вектор-функцiя втрат S має вигляд:

S =




S(1)

S(2)

S(3)


 =




0

gh (S0x − Sfx)

gh (S0y − Sfy)


,

де S0 = (S0x, S0y) – геометричний нахил дна,

S0x = − ∂z

∂x
, S0y = −∂z

∂y
; (2)

Sf = (Sfx, Sfy) – нахил тертя,

Sfx = −cfu
√

u2 + v2

gh
, Sfy = −cfv

√
u2 + v2

gh
. (3)

У виразi (3) cf представляє собою гiдравлiчний ко-
ефiцiєнт тертя донної поверхнi, вiн пов’язаний з
коефiцiєнтом шорсткостi Маннiнга наступним чи-
ном:

cf =
gn2

h1/3
. (4)

Коефiцiєнт n залежить вiд типу донного ґрунту,
рослинностi, поворотiв i заглиблень русла та iн-
ших особливостей водойми [3]. Його визначають
за даними експериментальних i натурних дослiд-
жень.

Рiвняння (1) описує еволюцiю руслового потоку
в планi, навiть якщо в ньому наявнi раптовi нелi-
нiйнi збурення, наприклад, рiзко змiнюються ви-
трата води або геометричнi параметри русла. Ви-
користання двовимiрної моделi дозволяє:
• враховувати складну топографiю дна i берегiв;
• моделювати докритичний i закритичний пото-

ки;
• описувати раптовi змiни течiї, якi виникають,

наприклад, внаслiдок прориву дамби;
• описувати вихiд потоку на заплаву;
• моделювати закрученi потоки поблизу гiдро-

технiчних споруд (дамб, мостiв, шлюзiв i т. iн.).
Використовуючи правило диференцiювання

складної функцiї, рiвняння (1) можна звести до
наступної квазiконсервативної форми:

∂U

∂t
+

(
∂F

∂U
,

∂G

∂U

)
∇U = S (U) . (5)

Матрицi
∂F

∂U
i

∂G

∂U
є функцiями Якобiану для

системи (1) в поздовжньому (за потоком) i попе-
речному напрямках:

∂F

∂U
=

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

c2 − u2 2u 0

−uv v u

∣∣∣∣∣∣∣
,

∂G

∂U
=

∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

−uv v u

c2 − u2 0 2v

∣∣∣∣∣∣∣
, (6)

де c =
√

gh – швидкiсть поширення поверхневих
хвиль малої амплiтуди.

Кожен з детермiнантiв (6) має три власних зна-
чення:

a1,2 = u ± c, a3 = u ,
b1,2 = v ± c, b3 = v. (7)

Оскiльки всi вони є дiйсними, система (1) нале-
жить до рiвнянь гiперболiчного типу. Процеси, якi
описуються такими рiвняннями, можуть мати роз-
риви, а власнi значення (7) є характеристичними
швидкостями поширення iнформацiї в x- та y- на-
прямках вiдповiдно [25].

Величина c використовується для визначення
числа Фруда, що вводиться для класифiкацiї "мiл-
ких"течiй:

Fr =
~V · ~n

c
, (8)

де ~V ·~n = unx+vny. Розрiзняють докритичнi (Fr <
1), критичнi (Fr ≈ 1) та закритичнi течiї (Fr > 1).

2. ЗАГАЛЬНI ПОЛОЖЕННЯ МЕТОДУ
КIНЦЕВИХ ОБ’ЄМIВ

Внаслiдок нелiнiйностi i гiперболiчностi рiвнянь
мiлкої води їхнi розв’язки можуть стати розрив-
ними навiть при монотонних початкових умовах.
Тому чисельнi алгоритми, якi використовуються
для розв’язання задач рiчкової гiдродинамiки, по-
виннi мати високу роздiльну здатнiсть щодо мо-
делювання розривiв. До таких схем належить ме-
тод кiнцевих об’ємiв [8, 25], який ґрунтується на
iнтегральнiй формi рiвнянь мiлкої води. Її можна
одержати, проiнтегрувавши рiвняння (1) по фiксо-
ваному об’єму Ω:

∂

∂t

∫

Ω

UdΩ +

∫

Ω

(∇E) dΩ =

∫

Ω

SdΩ, (9)

де E = (F, G) – тензор потокiв.
Iнтегральне рiвняння (9) є бiльш загальним, нiж

диференцiальне рiвняння (1), тому що дозволяє
описати розриви у розв’язках, тодi як похiднi в то-
чках розриву не визначаються. Застосовуючи те-
орему Гауса до другого iнтегралу в лiвiй частинi,
отримуємо:

∂

∂t

∫

Ω

UdΩ +

∮

L

(E · ~n) dl =

∫

Ω

SdΩ, (10)
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де L – границя об’єму Ω; ~n = (nx, ny) – зовнi-
шня нормаль до неї. Нормальний потiк (E · ~n) че-
рез границю L має вигляд:

E · ~n =




h~w · ~n

hu~w · ~n +
1

2
gh2nx

hv ~w · ~n +
1

2
gh2ny




, (11)

де ~w = (u, v).
Рiвняння (10) є основою методу кiнцевих об’є-

мiв. З нього випливає, що швидкiсть, з якою змi-
нюється характеристика течiї всерединi контроль-
ного об’єму, визначається її загальним потоком че-
рез границю цього об’єму з урахуванням втрат.

Рис. 1. Типовий елементарний об’єм прямокутної
сiтки

Для елементарного прямокутного об’єму
Ω(x, y) = {ξ, η : |ξ − x| < ∆x/2, |η − y| < ∆y/2},
нормалi до поверхнi якого спiвпадають з напрям-
ками координатних осей (рис. 1), рiвняння (10)
приймає вигляд:

dU(x, y, t)

dt
∆x∆y =

=−
y+∆y

2∫

y−∆y

2

{
F [U(x +

∆x

2
, η, t)]−F [U(x − ∆x

2
, η, t)]

}
dη−

−
x+∆x

2∫

x−∆x

2

{
G[U(ξ, y +

∆y

2
, t)] − G[U(ξ, y − ∆y

2
, t)]

}
dξ+

+ S(x, y, t) ∆x∆y,
(12)

де U(x, y, t) i S(x, y, t) – осередненi значення кон-
сервативних змiнних i функцiї джерела втрат по
контрольному об’єму Ω(x, y):

U(x, y, t) =
1

∆x∆y

x+∆x

2∫

x−∆x

2

y+∆y

2∫

y−∆y

2

U (ξ, η, t) dξdη, (13)

S(x, y, t) =
1

∆x∆y

x+∆x

2∫

x−∆x

2

y+∆y

2∫

y−∆y

2

S (ξ, η, t) dξdη. (14)

Використовуючи правило середньої точки для
обчислення iнтегралiв в (12), у кожному ву-
злi (xj , yk) рiвномiрної сiтки (xj = j∆x, yk =
k∆y, j = 1, ..., Nx, k = 1, ..., Ny) одержуємо сис-
тему звичайних диференцiйних рiвнянь вiдносно
осереднених змiнних:

d

dt
U (xj , yk, t) =

= − F [U(xj+1/2, yk, t)] − F [U(xj−1/2, yk, t)]

∆x
−

− G[U(xj , yk+1/2, t)] − G[U(xj , yk−1/2, t)]

∆y
+

+ S (xj , yk, t) .
(15)

Функцiї F [U(xj±1/2, yk, t)] i G[U(xj , yk±1/2, t)] в
(15) визначають нормальнi потоки консерватив-
них змiнних через границi дискретного об’єму Ωj,k

за малий промiжок часу. Вони називаються чи-
сельними потоками. Процедура їхнього обчислен-
ня ґрунтується на кусковополiномiальнiй апрокси-
мацiї консервативних змiнних в областi течiї:

Ũ(x, y, t) ≈ p(xj , yk, t), (16)

якщо
xj−1/2 < x < xj+1/2, yk−1/2 < y < yk+1/2,

де полiном p(xj , yk, t) є функцiєю вiд осередне-
ної змiнної U (xj , yk, t) i ї ї похiдних по координа-
тах x, y. Ця процедура називається реконстру-
кцiєю змiнних. Ступiнь апроксимацiйного полiно-
му визначає порядок чисельної схеми по простору.
Схеми другого порядку використовують кусково-
лiнiйну реконструкцiю, схеми вищих порядкiв
ґрунтуються на кусково-квадратичнiй апроксима-
цiї або iстотно неосцилюючих ENO- та WENO-
реконструкцiях [26, 27].

Щоб усунути хибнi коливання реконструйова-
них змiнних, для визначення похiдних в (16) вико-
ристовуються спецiальнi нелiнiйнi функцiї вiд ло-
кальних градiєнтiв, якi називаються лiмiтерами.

В.О. Горбань , I. М. Горбань 23



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2013. Том 15, N 4. С. 19 – 39

Завдяки цьому чисельнi алгоритми, що розгля-
даються, належать до класу TVD-методiв (Total
Variation Diminishing), для яких помилка дискре-
тизацiї з часом не збiльшується. Використання лi-
мiтерiв робить метод скiнчених об’ємiв нелiнiй-
ним, завдяки чому розв’язки мають принаймнi
другий порядок точностi по просторових коорди-
натах на дiлянках монотонної течiї, i усуваються
коливання шуканих величин, зумовленi похибкою
чисельної схеми, поблизу великих градiєнтiв або
розривiв. Докладний огляд нелiнiйних лiмiтерiв
можна знайти, наприклад, в роботах [25, 28].

Реконструйованi змiннi Ũ(x, y, t) в граничних
точках контрольних об’ємiв мають розриви,
оскiльки обчислюються по осереднених значеннях
на сумiжних елементах сiтки. З часом цi розри-
ви зростають, вiдповiдно збiльшуючи чисельну по-
хибку, що може призвести до втрати стiйкостi ал-
горитму. Таким чином, iнтегрування рiвняння (15)
по часовi потребує визначення векторних потокiв
F i G вiд розривних змiнних. Першим, хто запро-
понував шлях вирiшення цiєї проблеми, був С.К.
Годунов [9]. Його схема ґрунтується на точному
розв’язаннi задачi про поширення збурень, викли-
каних похибками апроксимацiї на границях кон-
трольних об’ємiв (задачi Рiмана). Вона полягає у
визначеннi змiнної в точцi розриву по вiдомим лi-
вому i правому значеннях з урахуванням напрям-
ку поширення збурень (проти течiї). В практичних
схемах одержали розвиток наближенi Рiманiвськi
солвери, коли розв’язується лiнеаризована задача
Рiмана (схеми Рое [10], Торо [29, 30], HLLE- схе-
ма [31]).

Сучаснi центральнi схеми типу Годунова скла-
даються з двох крокiв [15, 16]. Спочатку вико-
нується iнтегрування реконструйованих змiнних
Ũ(x, y, t) по часовi на нерiвномiрнiй сiтцi, яка скла-
дається з областей, де цi змiннi неперервнi, i малих
промiжкiв, в яких вони мають розрив. Для оцiнки
ширини областi розриву використовуються лiво- i
правостороння швидкостi поширення збурень (7).
Одержана апроксимацiя змiнних проектується на
початкову рiвномiрну сiтку. В роботi [17] показа-
но, як можна зменшити чисельну дифузiю схеми
на проекцiйному кроцi за рахунок введення анти-
дифузiйного члену. Використання характеристи-
чної iнформацiї в сучасних центральних схемах
дозволяє iстотно полiпшити їхню точнiсть як на
дiлянках монотонної течiї, так i при моделюван-
нi розривних течiй (rarefaction and shock waves),
що ставить цi алгоритми в один ряд з класичними
розрахунковими схемами "проти потоку".

Iнтегрування по часовi в методi скiнчених об’є-

мiв зазвичай виконується за явною схемою. Для
того, щоб чисельний алгоритм був стiйким, по-
винна задовольнятися умова Куранта-Фрiдрiхса-
Левi [8]:

CFL =
∆t

min{∆x, ∆y} max{amax, bmax} < 1, (17)

де amax, bmax – максимальнi локальнi швидко-
стi поширення збурень в усiй областi в x- та
y-напрямках вiдповiдно; CFL – число Куранта–
Фрiдрiхса–Левi, яке є мiрою поширення збурень за
часовий промiжок ∆t. Рiвняння (17) використову-
ється для визначення кроку по часовi при заданiй
дискретизацiї по простору.

В [32] показано, що для iнтегрування нелiнiйних
законiв збереження по часовi добре пiдходять так
званi "сильно стiйкi"багатокроковi схеми (Strong
Stability Preserving – SSP). Зокрема, як показує
порiвняльний аналiз, проведений в [28], оптималь-
ною є схема 3-го порядку точностi, яка складає-
ться з трьох крокiв:

U (1) = Un + ∆tL(Un),

U (2) =
3

4
Un +

1

4
U (1) +

1

4
∆tL(U (1)),

Un+1 =
1

3
Un +

2

3
U (2) +

2

3
∆tL(U (2)),

(18)

де L(U) – дискретний оператор (права частина рiв-
няння (15)).

3. ГРАНИЧНI УМОВИ

При розв’язаннi граничних задач руслової гi-
дравлiки методами обчислювальної гiдродинамiки
виникають питання про кiлькiсть умов на кожнiй
з границь областi течiї та щодо вибору процедури
їхньої реалiзацiї в чисельнiй схемi. При моделю-
ваннi фiзичних проблем, якi описуються гiпербо-
лiчними рiвняннями, потрiбно враховувати iнфор-
мацiю, яку несе з собою кожна характеристична
крива, що входить в розрахункову область. З цього
випливає наступне загальне правило: "Кiлькiсть
умов на границi повинна дорiвнювати кiлькостi ха-
рактеристик, якi тут входять в область" [3].

Наочно це добре видно в одновимiрному випад-
ку, коли рiвняння мiлкої води мають двi характе-
ристики:

dx

dt
= C+ = u + c i

dx

dt
= C− = u − c,

де u, h – осередненi по поперечному перерiзу русла
швидкiсть i глибина течiї вiдповiдно; c =

√
gh.
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В докритичному потоцi C+ > 0, C− < 0. Це
означає, що на кожнiй з границь в розрахунко-
ву область входить одна характеристична крива
(рис. 2, а) i, вiдповiдно, виконується одна гранич-
на умова. Зазвичай на входi в область задається
витрата рiдини, а на виходi – її рiвень (глибина).
Якщо швидкiсть потоку перевищує критичну, оби-
двi характеристики будуть додатнiми, вони вхо-
дять в область на її початку (рис. 2, б ). Тому тут
повиннi задаватися обидвi фiзичнi величини – ви-
трата рiдини та її рiвень, тодi як на нижнiй гра-
ницi областi (за потоком) нiяких умов не вимагає-
ться.

Рис. 2. Характеристичнi кривi на границях областi
для одновимiрних рiвнянь мiлкої води

Оскiльки в бiльшостi рiвнинних рiчок число
Фруда набагато менше за одиницю [33], в двови-
мiрному випадку будемо розглядати лише докри-
тичнi течiї. Коректна постановка проблеми вклю-
чає тут двi граничнi умови на входi в розрахункову
область i одну – на виходi (на нижнiй границi). На
практицi у вхiдному перерiзi задається загальна
витрата рiдини:

Q =

B∫

0

|V |h dy, (19)

де B – ширина русла на входi в область; h – гли-
бина; ~V – швидкiсть рiчкової течiї (рис. 3),

V =
Qhr

B∫
0

hr+1 dy

, (20)

де r – малий емпiричний параметр (r < 1). Маючи
загальну витрату i напрямок рiчкової течiї, з (20)
одержуємо двi компоненти швидкостi у вузлах сiт-
ки на входi в розрахункову область.

Рис. 3. Схема руслового потоку в площинi Oxy.

У вихiдному перерiзi задається рiвень водної
поверхнi, якщо вiн вiдомий з натурних спостере-
жень. В iншому випадку тут накладається умова
нульового градiєнта рiвня води.

Iмплементацiя граничних умов у чисельну про-
цедуру потребує введення додаткових елементiв у
розрахункову сiтку. Вони необхiднi для визначен-
ня потокiв змiнних через границi першого i остан-
нього елементiв сiтки. В передньому додатковому
перерiзi витрата береться з фiзичної постановки
задачi, а рiвень води визначається екстраполяцi-
єю iз сусiднiх елементiв сiтки. У вихiдному пере-
рiзi тип граничних умов для швидкостi (або витра-
ти) вибирається з урахуванням конфiгурацiї те-
чiї. Для вiдкритого потоку накладається наскрi-
зна (вiльна) умова:

Vn+1 = Vn. (21)

Зазначимо, що накладення вiльної граничної умо-
ви на кiнцi областi виключає її вплив на локальну
поведiнку течiї.

Якщо нижнiй кiнець областi перегороджений,
накладається умова вiдбиття потоку вiд стiнки:

Vn+1 = −Vn. (22)

Як показано в роботi [25], такий пiдхiд до тракту-
вання граничних умов є достатнiм для реалiзацiї
методу скiнчених об’ємiв.

При чисельному моделюваннi природних рiчко-
вих течiй з нахиленими берегами та островами
розрахункова область змiнюється з часом, то-
му що має мiсце рух границi змоченої поверхнi
(wet/dry fronts). Стiйкiсть розрахункової схеми у
цьому випадку забезпечується введенням у поча-
тковий момент часу фiктивної малої глибини у
"сухих"вузлах сiтки, зазвичай 0.01v0.02 м [34]. Тi
вузли сiтки, в яких у процесi розрахунку глиби-
на стає бiльшою за порогову, вважаються "мокри-
ми" , а тi, де глибина менша – "сухими". В сухих
вузлах швидкiсть течiї приймається рiвнiй нулю.
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4. НАПIВДИСКРЕТНА ЦЕНТРАЛЬНА
СХЕМА ДРУГОГО ПОРЯДКУ
ДЛЯ РIВНЯНЬ МIЛКОЇ ВОДИ

Представлений тут алгоритм для розв’язання
двовимiрних рiвнянь мiлкої води ґрунтується на
результатах роботи [35], де доведено, що вiн є кон-
сервативним, добре збалансованим i зберiгає до-
датнi значення глибини у всiй областi течiї. Його
особливiстю є перехiд вiд змiнної h (глибини пото-
ку) до змiнної w, яка задає рiвень вiльної поверх-
нi. Якщо форма дна в областi описується функцi-
єю B(x, y), то w(x, y) = B(x, y) + h(x, y) (рис. 4).
Будемо вважати, що єдиним джерелом втрат кон-
сервативних змiнних в областi є нерiвне дно, тодi
рiвняння мiлкої води (1) w, hu, hv можуть бути
записанi наступним чином:

wt + (hu)x + (hv)y = 0,

(hu)t +

(
hu2

w − B
+

g

2
(w − B)2

)

x

+

+

(
hu · hv

w − B

)

y

= −g (w − B)Bx,

(hv)t +

(
hu · hv

w − B

)

x

+

+

(
hv2

w − B
+

g

2
(w − B)2

)

y

= −g (w − B)By.

(23)
В напiвдискретнiй центральнiй схемi система ди-
ференцiальних рiвнянь (15) набуває вигляду:

dU j,k(t)

dt
= −

Hx
j+1/2,k(t) − Hx

j−1/2,k(t)

∆x
−

−
Hy

j,k+1/2(t) − Hy
j,k−1/2(t)

∆y
+ Sj,k(t),

(24)

де U j,k, Sj,k – осередненi по елементарному об’єму
Ωj,k значення консервативних змiнних i функцiї
джерела втрат; Hx(t), Hy(t) – чисельнi потоки
консервативних змiнних крiзь границi контроль-
ного об’єму (в напрямках осей Ox, Oy вiдповiд-
но).

В цiй роботi для апроксимацiї конвектив-
них членiв використовується чисельний потiк
Курганова-Ноелля-Петрової (KNP-flux ) [16]. Вiн
побудований з використанням кусково-лiнiйної
апроксимацiї змiнних i ґрунтується на оцiнках
екстремальних хвильових швидкостей на грани-
цях контрольних об’ємiв. З урахуванням анти-
дифузiйного члену KNP-flux записується насту-

Рис. 4. Схема течiї в площинi Oxz.

пним чином:

Hx
j+1/2,k(t) =

=
a+

j+1/2,kF (UE
j,k) − a−

j+1/2,kF (UW
j+1,k)

a+
j+1/2,k − a−

j+1/2,k

+

+
a+

j+1/2,ka−

j+1/2,k

a+
j+1/2,k − a−

j+1/2,k

(
UW

j+1,k − UE
j,k

)
−

− a+
j+1/2,ka−

j+1/2,k · qx
j+1/2,k,

Hy
j,k+1/2(t) =

=
b+
j,k+1/2G(UN

j,k) − b−j,k+1/2F (US
j,k+1)

b+
j,k+1/2 − b−j,k+1/2

+

+
b+
j,k+1/2b

−

j,k+1/2

b+
j,k+1/2 − b−j,k+1/2

(
US

j,k+1 − UN
j,k

)
−

−b+
j,k+1/2b

−

j,k+1/2 · q
y
j,k+1/2,

(25)

де a±, b± – одностороннi локальнi швидкостi по-
ширення збурень через границi контрольного об’є-
му; UW,E,S,N

j,k – значення реконструйованих змiн-
них у граничних точках: (xj−1/2 + 0, yk) – West,
(xj+1/2 − 0, yk) – East, (xj , yk−1/2 + 0) –Sought,
(xj , yk+1/2 − 0) – North.

UW,E,S,N
j,k знаходяться з формули лiнiйної апро-

ксимацiї змiнних в рамках дискретного об’єму
Ωj,k:

Ũ(x, y, t) = U j,k(t) + (Ux)j,k (x − xj)+

+ (Uy)j,k (y − yj), (x, y) ∈ Ωj,k.
(26)

З (26) одержуємо:

UW
j,k = U j,k − ∆x

2
(Ux)j,k ,
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UE
j,k = U j,k +

∆x

2
(Ux)j,k ,

US
j,k = U j,k − ∆y

2
(Uy)j,k ,

UN
j,k = U j,k +

∆y

2
(Uy)j,k .

(27)

Щоб мiнiмiзувати коливання при обчисленнi ре-
конструйованих змiнних, похiднi (Ux)j,k, (Uy)j,k

в (27) визначаються з використанням однопараме-
тричної minmod -функцiї:

(Ux)j,k = minmod

(
θ

U j+1,k − U j,k

∆x
,

U j+1,k − U j−1,k

2∆x
, θ

U j,k − U j−1,k

∆x

)
,

(Uy)j,k = minmod

(
θ

U j,k+1 − U j,k

∆y
,

U j,k+1 − U j,k−1

2∆y
, θ

U j,k − U j,k−1

∆y

)
,

(28)

де θ ∈ [1, 2]. Зауважимо, що коливання змiнних
будуть меншими при малих значеннях параметру
θ з дiапазону, що розглядається, але дисипацiя чи-
сельної схеми при цьому збiльшується.

Багатоварiантна minmod -функцiя задається на-
ступним чином [8]:

minmod(z1, z2, ...) =

=





minj{zj}, якщо zj > 0 ∀j ,

maxj{zj}, якщо zj < 0 ∀j ,

0 в iнших випадках.

(29)

Використання функцiї (29) дозволяє вибрати ре-
конструкцiю з мiнiмальними розривами консерва-
тивних змiнних на границях контрольних об’ємiв,
а також запобiгти їхнiм коливанням поблизу ло-
кальних екстремумiв.

Антидифузiйнi оператори qx
j+1/2,k, qy

j,k+1/2 в
формулах (25) використовуються з метою змен-
шення дисипацiї чисельної схеми. Їхнiй докладний
вигляд можна знайти в роботi [17]. Зауважимо, що
при їхнiй побудовi, як i в (25), використовуються
одностороннi хвильовi швидкостi a±, b± на грани-
цях контрольних об’ємiв. Вони є екстремальними
власними значеннями Якобiанiв ∂F/∂U i ∂G/∂U
в заданiй точцi:

a+
j+1/2,k =

= max
{

uE
j,k +

√
ghE

j,k, uW
j+1,k +

√
ghW

j+1,k, 0
}

,

a−

j+1/2,k =

= min
{
uE

j,k −
√

ghE
j,k, uW

j+1,k −
√

ghW
j+1,k, 0

}
,

b+
j,k+1/2 =

= max
{

vN
j,k +

√
ghN

j,k, vS
j,k+1 +

√
ghS

j,k+1, 0
}

,

b−j,k+1/2 =

= max
{

vN
j,k −

√
ghN

j,k, vS
j,k+1 −

√
ghS

j,k+1, 0
}

.

Iнтегрування рiвняння (24) потребує дискрети-
зацiї джерела втрат – функцiї S(U, B). Вiд спосо-
бу дискретизацiї залежить, чи буде чисельна схе-
ма збалансованою i чи забезпечить вона додатнi
значення глибини у всiй розрахунковiй областi. В
роботi [35] показано, що це досягається бiлiнiйною
апроксимацiєю функцiї дна в рамках елементар-
них об’ємiв, з якої випливають наступнi квадра-
турнi формули для джерела втрат:

S
(2)

j,k(t) ≈ −g
(
wj,k − B̃j,k

)
×

× B̃j+1/2,k − B̃j−1/2,k

2
,

S
(3)

j,k(t) ≈ −g
(
wj,k − B̃j,k

)
×

× B̃j,k+1/2 − B̃j,k−1/2

2
,

(30)

де wj,k =
wE

j,k + wW
j,k

2
=

wN
j,k + wS

j,k

2
,

B̃j,k =
1

4

(
Bj−1/2,k−1/2 + Bj+1/2,k−1/2+

+ Bj−1/2,k+1/2 + Bj+1/2,k+1/2

)
,

B̃j+1/2,k =
1

2

(
Bj+1/2,k−1/2 + Bj+1/2,k−1/2

)
,

B̃j,k+1/2 =
1

2

(
Bj−1/2,k+1/2 + Bj+1/2,k+1/2

)
.

Формули (30) i використання SSP-схеми (18)
для iнтегрування рiвняння (24) по часовi при

CFL ≤ 1

4
(де CFL – число Куранта-Фрiдрiхса-

Левi) забезпечують консервативнiсть, збалансова-
нiсть та стiйкiсть описаного чисельного алгоритму
для моделювання двовимiрних мiлких течiй [16,
18].

5. ТЕСТОВI РОЗРАХУНКИ

5.1. Одновимiрнi тести

Одновимiрнi рiвняння мiлкої води випливають з
рiвнянь (1) або (23), якщо припустити, що швид-
кiсть течiї i рiвень води по поперечному перерiзу
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каналу не змiнюються. Їхня найвiдомiша форма –
рiвняння Сен-Венана – одержана у 1871 роцi для
каналiв з прямокутним перерiзом [36]:

ht + (hu)x = 0,

(hu)t +

(
hu2 +

1

2
gh2

)

x

= −gh
dz

dx
,

(31)

де h – глибина води; u – швидкiсть потоку вздовж
каналу (осi Ox); z(x) – функцiя дна. Незалежни-
ми змiнними тут є глибина води h (або рiвень вiль-
ної поверхнi w = h + B) та витрата q = hu.

Незважаючи на спрощення, рiвняння Сен-
Венана зберiгають основнi властивостi консерва-
тивних законiв, зокрема, їхнi розв’язки можуть
бути розривними функцiями. В певних (iдеалi-
зованих) випадках можуть бути знайденi точнi
розв’язки цих рiвнянь, якi традицiйно застосову-
ються для тестування чисельних алгоритмiв.

5.1.1. Малi збурення рiвня води в озерi

Цей тест запропонований в роботi [37] для оцiн-
ки здатностi чисельних схем розраховувати еволю-
цiю малих збурень вiльної поверхнi над нерiвним
дном. Розглядається область довжиною 2 м. На її
горизонтальному днi розташований косинусоподi-
бний пагорб висотою 0.5 м, форма якого описує-
ться функцiєю:

z(x) = 0.25 [1 + cos (10π(x − 0.5))] ,

якщо x ∈ [1.2, 1.4].

В початковий момент часу вода не рухається:
u(x, 0) = 0. Її глибина скрiзь постiйна – 1 м, за
винятком малого промiжку x ∈ [1.1, 1.2], де вини-
кає мале збурення поверхнi (хвиля з амплiтудою
ε << 1). Таким чином, рiвень води в розрахунко-
вiй областi задає кусково-постiйна функцiя:

w(x, 0) =

{
1 + ε, якщо x ∈ [1.1, 1.2],

1, якщо x ∈ [0, 1.1) ∪ (1.2, 2].

Виконанi розрахунки подальшої еволюцiї вiльної
поверхнi свiдчать про те, що початкове збурення
розпадається на двi хвилi, якi розходяться у про-
тилежних напрямках. На рис. 5 показане порiв-
няння розрахованої форми вiльної поверхнi з то-
чним розв’язком цiєї задачi [37] при ε = 10−3,
t = 0.2 с. Зазначимо, що наведенi чисельнi данi
одержанi при CFL = 0.5, N = 200 (де N – кiль-
кiсть точок дискретизацiї) та двох значеннях па-
раметру minmod–функцiї: θ = 1 i θ = 2. Можна
бачити, що результати розрахункiв при θ = 2 на-
ближаються до точного розв’язку, в той час як при

θ = 1 спостерiгається iстотна чисельна дифузiя
в областях немонотонного розвитку хвилi. В обох
випадках одержанi результати не мають штучних
коливань.

Рис. 5. Форма вiльної поверхнi при ε = 10
−3 м,

t = 0.2 с. Порiвняння чисельних даних при θ = 1

(крива 1) i θ = 2 (крива 2) з точним розв’язком

5.1.2. Стацiонарний потiк над пагорбом

На цьому класичному прикладi чисельнi схеми
оцiнюються з точки зору збереження ними ста-
цiонарних розв’язкiв [38]. Розглядається область
довжиною 25 м, на горизонтальному днi якої роз-
ташований пагорб висотою 0.2 м. Форма пагорбу
задається функцiєю:

z(x) = 0.2 − 0.05 (x − 10)2 x ∈ [8., 12.].

В початковий момент поверхня води незбурена,
а течiя вiдсутня. При t > 0 вода в каналi почи-
нає рухатися. Тип течiї (докритична, перехiдна чи
закритична) в областi, що розглядається, визна-
чається граничними умовами. Розрахунки вико-
нанi при наступних параметрах чисельної схеми:
∆x = 0.25 м, CFL = 0.5, θ = 1.
а) Докритичний потiк
Задача має наступнi початковi i граничнi умови:

w(x, 0) = 2 м, u(x, 0) = 0,

q|x=0 = 4.42 м2/с, w|x=25 = 2 м.

На рис. 6 показаний розрахований рiвень вiльної
поверхнi в областi при t = 200 с. З нього випли-
ває, що над вигнутим дном поверхня води в гi-
дравлiчному потоцi прогинається. Порiвняння цих
результатiв з точним розв’язком свiдчить про зда-
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тнiсть чисельного алгоритму розраховувати i збе-
рiгати стацiонарнi стани течiї.

Рис. 6. Розрахунковий рiвень вiльної поверхнi у
докритичному потоцi над пагорбом.

б) Перехiдний потiк з гiдравлiчним стрибком
Така течiя може мати наступнi початковi i грани-
чнi умови:

w(x, 0) = 0.33 м, u(x, 0) = 0,

q|x=0 = 0.18 м2/с, w|x=25 = 0.33 м.

Розрахунки показують, що пiсля початку проце-
су тут генерується потiк, спрямований вiд задньої
границi областi до передньої (справа налiво). При
цьому над нерiвнiстю дна виникає гiдравлiчний
стрибок, коли рiвень води спочатку падає, а потiм
рiзко збiльшується до значення, яке iстотно пере-
вищує початковий рiвень (рис. 7). Вiдсутнiсть роз-
бiжностей мiж точним розв’язком i результатами
чисельного моделювання на рис. 7 демонструє зда-
тнiсть чисельного алгоритму розраховувати течiї
з рiзкими змiнами параметрiв.

5.1.3. Руйнування греблi
над неплоским дном

У цiй тестовiй задачi моделюється течiя, яка ви-
никає в каналi внаслiдок руйнування греблi. Його
метою є оцiнка чисельного алгоритму щодо розра-
хунку швидких динамiчних змiн вiльної поверхнi.
За умовами задачi довжина розрахункової обла-
стi складає 1500 м. В її центральнiй частинi, при
x = 750 м, розташована перегородка (гребля). Злi-
ва вiд неї знаходиться замкнений резервуар, спра-
ва – канал з вiдкритою нижньою границею. До по-
чатку процесу рiвнi води в резервуарi i в каналi
дорiвнюють 20 м i 15 м вiдповiдно, вода не рухає-

Рис. 7. Розрахунковий рiвень вiльної поверхнi над
пагорбом у перехiдному потоцi з гiдравлiчним

стрибком.

ться, тобто: u(x, 0) = 0.
На днi областi розташований прямокутний ви-

ступ, який пiдiймається на 8 м над горизонталь-
ною поверхнею, так що форма дна задається на-
ступною кусково-неперервною функцiєю:

z(x) =

{
8 м, якщо x ∈ [560, 940],

0, якщо x ∈ [0, 560) ∪ (940, 1500].

Пiсля зруйнування перегородки вода починає
перетiкати з резервуару в канал. Згiдно до кон-
фiгурацiї розрахункової областi, на її початку на-
кладається умова вiдбиття потоку вiд стiнки ре-
зервуару:

w0 = w1, q0 = −q1. (32)

У вихiдному перерiзi каналу накладається умова
вiдкритої течiї:

wN+1 = wN , qN+1 = qN . (33)

Розрахунки в цiй задачi виконанi при насту-
пних параметрах чисельної схеми: ∆x = 5 м,
CFL = 0.5, θ = 1. На рис. 8 представленi розрахо-
ванi рiвнi води i функцiя витрати в областi через
15 с (крива 1) i 60 с (крива 2) пiсля зруйнування
перегородки. Вони свiдчать про те, що вирiвню-
вання водної поверхнi супроводжується рiзкими
стрибками глибини, що зумовлено наявнiстю ве-
ликомасштабної нерiвностi на днi. На початковiй
стадiї процесу на вiльнiй поверхнi утворюються
стрибок i хвиля розрiдження (крива 1). З часом
вони досягають границь областi, а над нерiвнiстю
розташовуються стоячi хвилi (крива 2). Цi резуль-
тати узгоджуються з даними роботи [26]. Функцiя
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Рис. 8. Розрахованi рiвнi води – (а) i значення
витрати – (б) при руйнуваннi греблi над нерiвним

дном

витрати (рис. 8, б ) дає можливiсть оцiнити швид-
кiсть процесу. Зокрема, видно, що через 60 с пi-
сля його початку рухається практично вся рiди-
на в областi. Те, що розрахована функцiя витрати
є гладкою (її невеликi осциляцiї спостерiгаються
лише поблизу критичних точок потоку), свiдчить
про високу роздiльну здатнiсть застосованої чи-
сельної схеми.

5.1.4. Витiкання води з резервуару

Цей тест запропонований в роботi [39] для оцiн-
ки здатностi чисельних схем розраховувати утво-
рення сухих дiлянок на днi. Розглядається резер-
вуар з неплоским дном, заповнений рiдиною, що не
рухається. Довжина областi – 25 м, конфiгурацiя
дна – така сама, як в тестовiй задачi 5.1.2 (плоска
поверхня з круглим пагорбом висотою 0.2 м). Рi-
вень води в резервуарi дорiвнює 0.5 м. В початко-
вий момент стiнка з правого боку прибирається,
внаслiдок чого вода починає витiкати з резервуа-
ру. Задача розв’язується з граничною умовою вiд-
биття (32) на лiвiй стiнцi резервуару i з вiльною
умовою (33) у вихiдному перерiзi при ∆x = 5 м,
CFL = 0.5. Одержанi результати (рис. 9) узго-
джуються з даними роботи [39]. Вони свiдчать про
те, що по мiрi витiкання води з резервуару течiя
змiнює свiй характер. Спочатку вона є докрити-
чною, а коли рiвень води наближається до висоти

розташованого на днi пагорбу, на вiльнiй поверхнi
утворюється гiдравлiчний стрибок. При t ∼ 500 с
глибина води злiва вiд пагорбу зрiвнюється з йо-
го висотою, i надалi вiдбувається лише витiкання
залишкiв води за пагорбом з утворенням тут сухої
поверхнi. Цi результати пiдтверджують, що запро-
понований алгоритм може бути успiшно застосо-
ваний до розрахунку течiй з сухими дiлянками на
днi.

Рис. 9. Еволюцiя вiльної поверхнi при витiканнi води
з резервуару з неплоским дном

5.1.5. Коливання рiвня води в озерi

Розглядається замкнений резервуар (напри-
клад, озеро) з нахиленими стiнками, заповнений
водою [40]. Функцiя

z(x) = 0.5{1− 0.5[cos 2π(x − 0.5) + 1]}

задає профiль дна i бiчнi невертикальнi стiнки ре-
зервуару (рис. 10). В початковий момент часу по-
верхня води вiдхиляється вiд стацiонарного поло-
ження i має форму малої синусоподiбної хвилi:

w(0, x) = max {0., 0.4 − z(x)+

+ 0.04 [sin(0.25x− 2) +0.04 max{0., z(x) − 0.4}]} .

Це вiдхилення викликає коливання води в резер-
вуарi. В розрахунках визначається форма вiль-
ної поверхнi в рiзнi моменти часу. Складнiсть за-
дачi полягає в тому, що частина границi областi
(бiчної поверхнi резервуару) почергово то змочу-
ється, то висихає. Таким чином, чисельна схема
повинна описувати взаємодiю мiж мокрими i су-
хими елементами сiтки. Розрахунки в цiй задачi
виконувалися при ∆x = 0.01, CFL = 0.4, θ = 1.
На рис. 10 представлено еволюцiю вiльної поверхнi
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протягом 30 с, що приблизно вiдповiдає половинi
перiоду хвилi, коли вода стiкає з одного берега i за-
топлює протилежний. Вiдсутнiсть хибних осциля-
цiй у розв’язках свiдчить про здатнiсть побудова-
ної чисельної схеми коректно описувати набiгання
хвилi на суху поверхню (wet/dry fronts). Одержа-
нi результати добре узгоджуються з аналогiчними
даними роботи [40].

Рис. 10. Коливання вiльної поверхнi в резервуарi з
нахиленими стiнками

5.2. Двовимiрнi тестовi розрахунки

Зважаючи на вiдсутнiсть аналiтичних розв’яз-
кiв рiвнянь мiлкої води в двовимiрному випадку,
точнiсть чисельної моделi оцiнюється тут розв’яза-
нням класичних тестових прикладiв i порiвнянням
одержаних результатiв з розрахунковими даними
iнших авторiв або з даними лабораторних вимiрю-
вань, якi вiдомi з лiтературних джерел.

5.2.1. Малi збурення вiльної поверхнi
над нерiвним дном

Ця тестова задача, запропонована в роботi [37],
використовується для оцiнки чисельних алгори-
тмiв щодо коректного описання малих двовимiр-
них збурень вiльної поверхнi. Розглядається пря-
мокутна область розмiрами [0., 2] × [0., 1] м з ви-
гнутим угору дном, заповнена рiдиною, що не ру-
хається.

Конфiгурацiя дна (рис. 11) в цiй задачi задає-
ться функцiєю:

z(x, y) = 0.8 exp
[
−5(x − 0.9)2 − 50(y − 0.5)2

]
.

Покладається, що при t = 0 на поверхнi води ви-
никає збурення висотою 1 см, що складає 1% вiд

Рис. 11. Форма дна в тестовiй задачi 5.2.1

загальної глибини. Таким чином, початковi умови
задачi мають наступний вигляд:

w(x, y, 0) =

{
1.01 м, якщо x ∈ [0.05, 0.15],

1 м, якщо x ∈ [0, 0.05) ∪ (0.15, 2.],

u(x, y, 0) = 0, v(x, y, 0) = 0.

В розрахунках дослiджується еволюцiя цiєї ма-
лої хвилi над нерiвним дном за умови, що всi
границi областi вiдкритi. На рис. 12 представле-
нi трансформацiї вiльної поверхнi протягом 0.6 с,
одержанi при ∆x = ∆y = 0.01, CFL = 0.25, θ = 1.
Можна бачити, що хвиля, яка утворюється внаслi-
док початкового збурення, рухається вздовж осi
Ox в додатному напрямку. При цьому над пагор-
бом генерується система вторинних хвиль. Цi ре-
зультати узгоджуються з даними iнших авторiв,
зокрема, представленими в роботi [41]. Зазначимо,
що одержанi результати демонструють вiдсутнiсть
коливань на вiльнiй поверхнi, якi були б зумовленi
похибкою розрахункової схеми.

5.2.2. Руйнування греблi в каналi
з прямокутним перерiзом

Проблема руйнування захисних споруд розгля-
далася багатьма дослiдниками експериментальни-
ми, теоретичними та чисельними методами. Зва-
жаючи на велику кiлькiсть накопичених даних,
вона часто використовується в обчислювальнiй гi-
дравлiцi для тестування алгоритмiв, зокрема, що-
до їхньої здатностi моделювати швидке поширен-
ня нелiнiйних хвиль.

Будемо розглядати класичну постановку цiєї за-
дачi [42], в якiй розрахункова область має розмi-
ри 200 × 200 м в планi, в її середньому перерiзi,
при x = 100 м, паралельно осi Oy розташована гре-
бля шириною 10 м. Вважається, що дно в областi
однорiдне i горизонтальне. Глибина води h0 в ре-
зервуарi перед греблею дорiвнює 10 м, у вiдвiдно-
му каналi, розташованому пiсля греблi, глибина
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Рис. 12. Еволюцiя хвилi, генерованої малим початковим збуренням поверхнi, при руховi над тривимiрним
виступом дна:

а – t = 0.24 с, б – t = 0.36 с, в – t = 0.48 с, г – t = 0.60 с

Рис. 13. Схема задачi про руйнування греблi

води h1 може бути 5 м, 0.1 м або тут розгля-
дається "сухе"дно. В початковий момент дiлянка
греблi довжиною 75 м руйнується, в нiй утворю-
ється асиметричний отвiр. Вигляд розрахункової
областi зверху i всi геометричнi параметри задачi

показанi на рис. 13. Вважається, що тертя на днi
вiдсутнє. Перед початком процесу рiдина не руха-
ється. На верхнiй i на бiчних границях розрахун-
кової областi накладається умова вiдбиття потоку
вiд стiнки, у вихiдному перерiзi каналу задається
умова вiдкритої границi. Розрахунки в цiй задачi
виконувалися з наступними параметрами чисель-
ної схеми: ∆x = ∆y = 5 м, CFL = 0.4, θ = 1.

На рис. 14 представленi одержанi в розрахунках
форма вiльної поверхнi, iзолiнiї глибини та поле
швидкостi через 7.2 с пiсля руйнування греблi при
h1 = 0 м, 0.1 м i 5 м. Наведенi малюнки показу-
ють, що за зруйнованою греблею утворюється хви-
льовий фронт, висота якого пропорцiйна глибинi
води у випускному каналi. Ця нелiнiйна хвиля по-
ширюється не лише вниз за течiєю, а i у попере-
чному напрямку. Така хвиля може завдати шкоди
береговим спорудам i сiльськогосподарським угiд-
дям. Цi результати добре узгоджуються з ранiше
опублiкованими даними iнших авторiв [43, 44], що
свiдчить про здатнiсть представленої розрахунко-
вої схеми моделювати двовимiрнi гiдравлiчнi про-
цеси, в тому числi i з рiзкою змiною параметрiв.
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Рис. 14. Розрахованi форма вiльної поверхнi (злiва) та iзолiнiї глибини i поле швидкостi (справа) в задачi про
руйнування греблi при t = 7.2 с:

а – h0 = 10м, h1 = 0м; б – h0 = 10м, h1 = 0.1м; в – h0 = 10м, h1 = 5м
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Рис. 15. Схема задачi про руйнування греблi в каналi з трикутною перешкодою на днi

Рис. 16. Форма вiльної поверхнi в рiзнi моменти часу пiсля руйнування греблi

5.2.3. Руйнування греблi в каналi з трикутною
перешкодою на днi

Для демонстрацiї можливостей побудованої чи-
сельної схеми щодо розрахунку гiдравлiчних те-
чiй в каналах з нерегулярним дном тут розгляну-
то одну з тестових задач зi спецiального науково-
дослiдного проекту Європейського Союзу, який
був спрямований на створення бази експеримен-
тальних даних для тестування чисельних алго-
ритмiв (European Concerted Action on Dam-break
Modeling). В рамках цього проекту проведенi екс-
периментальнi дослiдження гiдравлiчних течiй з
руйнуванням дамб та гребель рiзної конфiгурацiї.
Їхнi результати опублiкованi в звiтi [45].

В цiй роботi моделюється потiк, якiй виникає
внаслiдок руйнування перемички (греблi), що вiд-
городжує резервуар, заповнений водою, вiд кана-
лу з трикутною перешкодою на днi. Конфiгура-
цiя розрахункової областi i всi геометричнi пара-
метри задачi показанi на рис. 15. Тестова область
має довжину 38 м, ширину – 0.75 м. Довжина ре-
зервуару – 15.5 м. Трикутна перешкода висотою

0.4 м i основою 6 м розташована на вiдстанi 13 м
вiд греблi. Як i в фiзичних експериментах, в по-
чатковий момент часу глибина води в резервуарi
складає 0.75 м, дно в каналi до перешкоди вважа-
ється сухим, глибина води в каналi пiсля перешко-
ди складає 0.15 м. Коефiцiєнт Маннiнга для дна в
каналi дорiвнює 0.0125 с/м1/3.

В розрахунках у вихiдному перерiзi каналу на-
кладалася умова вiдкритої границi (32), на всiх
iнших границях виконувалася умова вiдбиття по-
току вiд стiнки (31). Розрахунки проводилися на
однорiднiй сiтцi при ∆x = ∆y = 0.05м, CFL =
0.25, θ = 1.

На рис. 16 представлена розрахована форма
вiльної поверхнi в Oxz-площинi в рiзнi моменти
часу пiсля руйнування греблi. Цi результати свiд-
чать, що в каналi утворюється iнтенсивний спада-
ючий потiк. Досягаючи виступу, вiн частково вiд-
бивається, генеруючи хвилю, яка рухається проти
течiї. При t ≈ 25 с ця хвиля повертається до пе-
редньої стiнки резервуару, вiдбивається вiд неї i
потiм рухається за течiєю. Висота вторинної хвилi
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Рис. 17. Порiвняння розрахованих залежностей глибини потоку вiд часу в точках гiдрографу з
експериментальними даними:

а – в точцi P1, б – в точцi P2, в – в точцi P3, г – в точцi P4

iстотно менша. Вона не може обiгнути перешко-
ду i при t ≈ 40 с повнiстю згасає. В тiй частинi
основного потоку, який оминає виступ, утворює-
ться гiдравлiчний стрибок, що вказує на закрити-
чний характер течiї в цiй областi. Тут також спо-
стерiгається хвиля, яка рухається вниз за течiєю.
Одержанi профiлi вiльної поверхнi узгоджуються
з результатами чисельного моделювання, якi на-
веденi в [46].

Виконане також порiвняння одержаних резуль-
татiв з даними фiзичного експерименту, проведе-
ного в рамках CADAM-проекту [45]. Для цього,
як i в експериментальних дослiдженнях, будува-
лися залежностi глибини води вiд часу у фiксо-
ваних точках P1, P2, P3, P4 розрахункової областi
(точках гiдрографа). Їхнє розташування показане
на рис. 15.

На рис. 17, а представленi гiдрографiчнi данi,
що вiдповiдають точцi P1, яка розташована перед
виступом на вiдстанi 4 м вiд резервуару. Видно,
що при t ≈ 12 с рiвень води тут рiзко пiднiма-
ється, що зумовлено проходженням вiдбитої вiд
донної перешкоди хвилi. Iнший помiтний стрибок
рiвня поверхнi при t ≈ 35 с пов’язаний з вiдбиттям

вiд виступу вторинної хвилi. Аналогiчнi результа-
ти мають мiсце в точцi P2, яка розташована бiля
пiдошви трикутного виступу (рис. 17, б ). З рис. 17,
в випливає, що вершина перешкоди залишається
змоченою протягом короткого промiжку часу вiд
5 до 23 с. Тут також спостерiгаються коливання
рiвня води, зумовленi хвильовими процесами. Ре-
зультати чисельного моделювання на рис. 17 а, б, в
добре узгоджуються з експериментальними дани-
ми, чого не можна сказати про залежнiсть глибини
вiд часу для точки P4, яка розташована за пере-
шкодою. Тут вiрно передбачається лише початко-
ве зростання рiвня води. Розбiжнiсть мiж експери-
ментальними i розрахунковими даними може бути
пов’язана iз впливом вихiдної границi.

З одержаних результатiв випливає, що потiк,
який розглядається, є дуже складним, у ньому
проявляється взаємодiя хвиль мiж собою, з дном i
зi стiнками каналу. Проведений аналiз показує, що
чисельний алгоритм адекватно описує такi проце-
си, це свiдчить про його здатнiсть моделювати ди-
намiку реальних рiчкових течiй.

В.О. Горбань , I. М. Горбань 35



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2013. Том 15, N 4. С. 19 – 39

5.3. Моделювання течiї на дiлянцi рiчки Днiпро

Представлений чисельний алгоритм був викори-
станий для розрахунку гiдродинамiчних параме-
трiв течiї на дiлянцi рiчки Днiпро в межах мiста
Києва. Розрахункова область простягається при-
близно на 3 км перед i за Дарницьким мостом
(рис. 18). Зазначимо, що використанi тут гiдроло-
гiчнi данi узятi з робiт [47 – 49].

Рис. 18. Положення областi дослiдження на картi

Рис. 19. Розподiл глибин в розрахунковiй областi

Форма дна (рис. 19) одержана натурними ви-
мiрами та iз застосуванням геоiнформацiйної си-
стеми [47]. Як випливає з рис. 18, 19, особливостi
дослiдження течiї на цiй дiлянцi зумовленi:
– складною формою дна, яка включає, зокрема,
ями, утворенi внаслiдок видобутку пiску;
– наявнiстю островiв i мiлин;

– складною формою берегової лiнiї;
– наявнiстю мостового переходу.

Течiя моделювалася в умовах весняного павод-
ку. Значення витрати i рiвнi води (якi є вхiдни-
ми даними математичної моделi) визначалися за
даними багаторiчних натурних спостережень. З
хронологiчного ходу максимального стоку Днiпра
бiля мiста Києва [48] випливає, що за перiод з
1918 року по 2002 рiк веснянi витрати води тут
коливалися в межах 2500v10000 м3/с. Тому для
бiльш повного прогнозування гiдрологiчної ситуа-
цiї на заданiй дiлянцi розрахунки проводилися при
трьох значеннях витрати у вхiдному перерiзi:

Q = 10000, 5000, 2500 м3/с.
Висота стовпа води оцiнювалася на основi емпiри-
чних залежностей рiвня вiд витрати, одержаних у
рiзнi роки [48]. З них випливає, що при Q = 10000
м3/с рiвень води в середньому складав w = 91.5м+
4м, де 91.5 м – умовний рiвень Київського моря.
При Q = 5000 м3/с i Q = 2500 м3/с вiдповiдно
маємо: w = 91.5м + 2.5м i w = 91.5м + 0м. По-
кладалося також, що початковий рiвень води на
дiлянцi, що розглядається, має ухил 5 см на 1 км.
Оскiльки течiя аналiзується на обмеженiй дiлян-
цi русла, у вихiдному перерiзi накладалися вiльнi
граничнi умови як для складових витрати, так i
для рiвня води.

Значення коефiцiєнтiв шорсткостi Маннiнга у
руслi Днiпра вирахуванi на основi даних натурних
експериментiв. З вимiрiв вiдмiток води i зв’язкiв
витрат та рiвнiв високої води пiд час пiку пове-
нi 1970 року визначенi наступнi дiапазони значень
коефiцiєнтa шорсткостi [49]:
– для руслових дiлянок n = 0.0125v0.025 с/м1/3,
– для заплавних дiлянок n = 0.045v0.055 с/м1/3,
– для прибережних дiлянок (глибина менше 1 м)
n = 0.08v0.09 с/м1/3.

В цiй роботi покладалося n = 0.015 с/м1/3 в ру-
словому потоцi, n = 0.05 с/м1/3 – на заплавах,
n = 0.08 с/м1/3 – в прибережнiй зонi.

Розрахунки виконанi на однорiднiй прямокутнiй
сiтцi ∆x = ∆y = 5 м при CFL = 0.25. Задача
розв’язувалася в нестацiонарнiй постановцi, тобто
розраховувався процес встановлення течiї, почи-
наючи iз заданого стану при t = 0. Для визначення
швидкостi потоку в розрахункових точках вхiдно-
го перерiзу по заданим загальнiй витратi i глибинi
води використовувалася формула (20) при r = 2/3.

На рис. 20 представленi одержанi розподiли по-
здовжньої швидкостi потоку на заданiй дiлянцi ру-
сла при рiзних значеннях витрати. Цi результати
показують, що на гiдродинамiку течiї впливають
рельєф дна, геометрiя берегової зони i наявнiсть
мостових опор. Швидкiсть потоку в лiвобережно-
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Рис. 20. Розподiл поздовжньої швидкостi на заданiй дiлянцi русла Днiпра при рiзних значеннях витрати:
а – Q = 2500 м3/с, б – Q = 5000 м3/с, в – Q = 10000 м3/с

В.О. Горбань , I. М. Горбань 37



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2013. Том 15, N 4. С. 19 – 39

му рiчищi вища за швидкiсть з правого боку, де на
днi розташованi глибокi ями, утворенi внаслiдок
видобування пiску. З наближенням до мостового
переходу i за ним течiя iстотно прискорюється.
Швидкiсть течiї мiж опорами в лiвобережнiй про-
тоцi при Q = 10000 м3/с може досягати 2.25 м/с,
а в правобережнiй – 0.75 м/с (рис. 20, в). Таке
збiльшення швидкостi може викликати iнтенсив-
ний розмив дна поблизу мостових опор. Зробленi
в розрахунках оцiнки швидкостi течiї i рiвнiв пiд-
йому води дозволяють спрогнозувати розвиток гi-
дродинамiчної ситуацiї на заданiй дiлянцi рiчки в
рiзних умовах як природного характеру, так i по-
в’язаних з антропогенними навантаженнями.

ВИСНОВКИ

В цiй роботi побудований чисельний метод для
розв’язання рiвнянь мiлкої води, який ґрунтується
на застосуваннi центральної схеми другого поряд-
ку Курганова-Ноелля-Петрової [16]. Завдяки вико-
ристанню характеристичної iнформацiї при оцiн-
цi потокiв консервативних змiнних через границi
елементарних об’ємiв сiтки та спецiальної функцiї-
лiмiтера для розрахунку похiдних вiд консерва-
тивних змiнних, вiн належить до нелiнiйних TVD-
схем з високою роздiльною здатнiстю. Застосуван-
ня кусково-лiнiйної апроксимацiї для функцiї дна
робить цю схему одночасно i добре збалансованою,
i такою, що зберiгає додатнi значення для глибини
потоку у всiй розрахунковiй областi. Зменшення
чисельної дисипацiї досягається введенням анти-
дифузiйного члену в формi Курганова-Лiня [17].

Розроблений чисельний алгоритм використаний
для моделювання одно- i двовимiрних нестацiо-
нарних гiдравлiчних течiй, в тому числi тих, якi
утворюються при руйнуваннi захисних берегових
споруд. Порiвняння результатiв розрахункiв з
точними розв’язками, а також з вiдомими експе-
риментальними i чисельними даними свiдчить, що
запропонована схема адекватно вiдтворює течiї у
вiдкритих каналах, включаючи докритичнi, за-
критичнi та перехiднi потоки. Проведений аналiз
результатiв розрахункiв показав, що побудований
чисельний алгоритм:
– добре описує малi збурення вiльної поверхнi,
– дозволяє прогнозувати розповсюдження фрон-
тiв змочення на днi (wet/dry fronts),
– здатний зберiгати стацiонарнi гiдравлiчнi
розв’язки,
– адекватно описує генерацiю хвиль при руйну-
ваннi захисних споруд,
– дозволяє описувати гiдравлiчнi течiї в каналах i
рiчках зi складною топографiєю дна, у тому числi

там, де є дiлянки незмоченної донної поверхнi.
Одержанi в роботi гiдродинамiчнi характеристи-

ки течiї на заданiй дiлянцi рiчки Днiпро в райо-
нi мiста Києва показують, що побудована чисель-
на модель здатна описувати рiчковi течiї реальних
масштабiв та прогнозувати їх розвиток.
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