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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена моделюванню процесiв виникнення та розповсю-
дження акустичних коливань при взаємодiї кiлькох когерентних вихрових стру-
ктур.

Актуальнiсть теми. Дослiдження шумiв течiй мають самостiйний на-
уковий iнтерес, оскiльки дозволяють зрозумiти сутнiсть фiзичних процесiв, якi
виникають при перетвореннi енергiї переносу речовини (рiдина) в енергiю пере-
носу стану (звуковi хвилi). Шум, сгенерований течiєю, є значною проблемою в
багатьох iнженерних застосуваннях. Як вiдомо, шуми течiй породжуться гiдро-
динамiчними силами, що виникають в них.

Поява акустичної аналогiї M. J. Lighthill (1952, 1954 рр.), яка була простиму-
льована бурхливим розвитком реактивної авiацiї, стала одним з основних поштов-
хiв до послiдовного розвитку теорiї гiдродинамiчного шуму. Основнi твердження
теорiї Lighthill отримали розвиток в працях багатьох вчених (наприклад, G. M. Li-
lley, 1958 р.; O. M. Phillips, 1960 р.; Л. М. Лямшев, 1961 р.; H. S. Ribner, 1964 р.;
A. Powell, 1964 р.; M. S. Howe, 1975 р. та iн.), в яких були врахованi важливi фiзи-
чнi процеси, що вiдповiдають за звукоутворення в течiях, а також вплив твердих
границь (наприклад, N. Curle, 1955 р.; J. E. Flowcs Williams, 1969 р.; D. L. Hawki-
ngs, 1969 р.; L. H. Hall, 1970 р.).

Завдяки зусиллям низки авторiв, зокрема, S. C. Crow (1970 р.), D. G. Crighton
(1975 р.), W. Möhring (1978 р.), F. Obermeier (1979 р.), спрямованих на форма-
лiзацiю теорiї гiдродинамiчного шуму за умови малих чисел Маха M ≪ 1, при
рiшеннi задач такого класу став застосовуватись пiдхiд, що базується на методi
зрощуваних асимптотичних розкладань (ЗАР).

З початку 1990-х рокiв гiдроаероакустика отримує новий потужний поштовх
в своєму розвитку, який обумовлений використанням прямого чисельного моде-
лювання при розрахунках звукових полiв течiй. Такий пiдхiд до вирiшення задач
щодо гiдродинамiчного звуку є безумовно перспективним напрямком, проте дуже
витратним з точки зору розрахункового часу.

Вiдомо, що генерування звуку в течiї вiддалi вiд границь обумовлено взаємодi-
єю великої кiлькостi вихорiв (наприклад, A. Powell, 1964 р.; J. E. Flowcs Williams,
1969 р.; M. S. Howe, 1975 р., 2003 р.; М. Е. Голдстейн, 1981 р.; E. A. Müller, F. Ober-
meier, 1988 р.). Такi вихори при малих числах Маха подiбнi до компактних (ком-
пактнiсть означає, що розмiр джерела набагато менший за довжину хвилi, що
випромiнюється) звукових джерел, якi випромiнюють лише внаслiдок притаман-
ної їм нестацiонарностi. Турбулентнi течiї вiддалi вiд границь породжують дже-
рела звукових хвиль квадрупольного типу, потужнiсть яких, спектр та характер
обертання дiаграми напрямленостi суттєвим чином залежать вiд типу взаємодiї
вихорiв. Тому щоб зрозумiти сутнiсть фiзичних процесiв, що обумовлюють випро-
мiнення звуку, та оцiнити внесок окремих актiв вихрової взаємодiї в звукове поле,
треба перейти вiд рiвня статистичного описування процесiв в течiї до рiвня до-
слiдження елементарних актiв вихрової взаємодiї. Спрощення течiї до взаємодiї
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декiлькох когерентних вихрових структур дає можливiсть детально дослiди-
ти генероване нею звукове поле в межах акустичної аналогiї та є необхiдним
кроком на шляху встановлення якiсних та кiлькiсних зв’язкiв мiж характери-
стиками течiї та звукового поля. Отриманi результати допоможуть передбачити
звук вiд бiльш складних вихрових течiй, таких, як шари змiщування та струменi,
для яких акустичнi джерела визначаються лише експерiментально або шляхом
прямого чисельного моделювання.

За виконання умови невзаємодiї звуку з течiєю, зокрема, при M < 1, зону
формування звукового джерела можна вiдокремити вiд зони, де дослiджується ге-
нероване акустичне поле. При цьому саму течiю можна замiнити на її модельний
аналог, який вiдтворює найбiльш суттєвi властивостi течiї. Щодо течiї робиться
припущення, що вона сформована вихровими структурами, якi здатнi найбiльш
ефективно перетворювати енергiю своєї взаємодiї в звук. Такими структурами в
турбулентнiй течiї є когерентнi вихори. Модельнi пiдходи широко застосовуються
в експертних системах отримання оцiнних рiшень. Звукове поле обчислюється пi-
сля розв’язку гiдродинамiчної задачi, наприклад, методом акустичної аналогiї.
Такий пiдхiд дозволяє отримати адекватнi результати та суттєвим чином еконо-
мить час розрахункiв.

Вiдзначене вище свiдчить про те, що встановлення кiлькiсних зв’язкiв мiж
динамiчними та звуковими характеристиками обмеженої кiлькостi вихорiв, що
взаємодiють мiж собою, являє безумовне теоретичне та прикладне значення.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-
бота виконана в рамках бюджетних науково-дослiдних тем Iнституту гiдроме-
ханiки НАН України: “Розробка методiв моделювання вихрового перемiшуван-
ня в неоднорiдних рiдких середовищах” (2002-2004 рр., № державної реєстрацiї
0102U000151), “Динамiка вихрових рухiв у стратифiкованих середовищах” (2006-
2008 рр., № державної реєстрацiї 0106U000607), “Дослiдження генерацiї i розпо-
всюдження хвиль в середовищах з ускладненими фiзичними властивостями”
(2007-2011 рр., № державної реєстрацiї 0106U011280).

Мета та задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є:
• виявлення якiсних та кiлькiсних зв’язкiв мiж динамiчними та акустичними ха-
рактеристиками когерентних вихрових структур, що взаємодiють;
• встановлення зв’язкiв мiж великомасштабними вихровими рухами та внутрi-
шньою динамiкою вихорiв Kirchhoff з одного боку та характеристиками звукових
полiв, що генеруються в процесi взаємодiї вихорiв, з iншого;
• визначення акустичних критерiїв, що дозволяють моделювати великомасштабнi
вихровi рухи плям еквiвалентною системою точкових вихорiв; вирiшення питання
про можливiсть моделювати розподiленi вихори точковими при побудовi звуково-
го джерела.

Для досягнення мети розв’язанi наступнi задачi:
• дослiджена взаємодiя двох та трьох когерентних вихрових структур в межах
моментної теорiї вихрової взаємодii першого та другого порядкiв;
• в межах акустичної аналогiї Lighthill розрахованi звуковi поля при взаємодiї
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двох та трьох когерентних вихорiв.

Об’єкт дослiджень: вихровi течiї, утворенi когерентними вихровими стру-
ктурами, що взаємодiють мiж собою.

Предмет дослiджень: динамiчнi характеристики декiлькох когерентних ви-
хрових структур та звуковi поля, що обумовленi їхньою взаємодiєю.

Методи дослiдження. При дослiдженнi взаємодiї когерентних вихрових стру-
ктур та генерованих ними акустичних полiв були використанi вiдомi апробованi
модельнi пiдходи: моментна модель вихрової взаємодiї першого та другого по-
рядкiв при описi когерентних вихорiв; моделювання акустичних полiв здiйснюва-
лось в межах акустичної аналогiї Lighthill.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в наступних твердженнях:
• отримано новi кiлькiснi та якiснi зв’язки мiж динамiчними та акустичними ха-
рактеристиками когерентних вихрових структур, що взаємодiють мiж собою;
• в межах моментної моделi вихрової взаємодiї другого порядку показано, яким
чином внутрiшня динамiка вихрових плям впливає на генероване звукове поле;
• встановлено акустичнi критерiї, що дозволяють моделювати великомасштабнi
вихровi рухи плям еквiвалентною системою точкових вихорiв; дана вiдповiдь на
запитання щодо можливостi описувати розподiленi вихори точковими при побу-
довi звукового джерела.

Вiрогiднiсть отриманих результатiв забезпечується використанням апро-
бованих математичних моделей; строгiстю математичної постановки задачi; вико-
ристанням стiйких чисельних схем; перевiркою узгодження отриманих чисельних
результатiв з результатами iнших авторiв.

Практичне значення отриманих результатiв полягає в отриманнi зв’яз-
кiв мiж динамiчними та акустичними характеристиками течiї, що дає розумiння
механiзму перетворення її кiнетичної енергiї в енергiю акустичних хвиль.

Особистий внесок здобувача. Здобувачу належать побудова аналiтичних
виразiв дослiджуваних величин, розробка та реалiзацiя чисельних алгоритмiв,
участь в аналiзi отриманих результатiв. Постановка гiдродинамiческих задач,
конструктивна допомога в аналiзi отриманих результатiв належить д.ф̇.-м. н.
В.В.Мелешку. Постановка акустичних задач, конструктивна допомога в ана-
лiзi отриманих результатiв належить д. ф.-м. н. I. В. Вовку.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати диссертацiї допо-
вiдались на: I Всесоюзнiй школi молодих вчених “Современные проблемы аку-
стики” (Акустичний iнститут iм. акад. Н. Н. Андрєєва, Звенiгород, 1988 р.); II
Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки” (Київский на-
цiональний унiверситет iм.Т.Шевченка, Київ, 2013 р.); акустичних симпозiумах
КОНСОНАНС-2013 та КОНСОНАНС-2017 (Институт гiдромеханiки НАНУ, Ки-
їв, 2013, 2017 рр.); республiканському науковому семiнарi по гiдромеханiцi (IГМ
НАНУ, керiвник – акад., д.ф.-м.н., проф. В.Т. Грiнченко); протокол №310 вiд
16.11.2017 р.

Публiкацiї. Основнi положення дисертацiї опублiкованi у 12 друкованих ро-
ботах, серед них: 7 робiт – в наукових фахових виданнях України, 2 роботи – у
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виданнях, внесених до мiжнародної наукометричної бази SCOPUS.

Структура i обсяг дисертацiї: Дисертацiйна робота складається iз анотацiї,
вступу, трьох роздiлiв, загальних висновкiв, перелiку джерел посилання, 6-тьох
додаткiв. Повний обсяг дисертацiї становить 168 сторiнок; робота мiстить в собi
38 рисункiв, 3 таблицi, 6 рисункiв розташовано на окремих сторiнках, 1 таблиця
розмiщена в додатку; список використаних джерел складає 108 посилань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

В анотацiї подається узагальнений короткий виклад змiсту роботи, поданий
українською та англiйською мовами; список публiкацiй здобувача за темою ди-
сертацiї та список праць, що засвiдчують апробацiю її матерiалiв.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї; розкрито стан науко-
вої проблеми, викладено зв’язок обраного напрямку дослiджень з науковими те-
мами; визначено мету, об’єкт, предмет, методи дослiдження; висвiтлено наукову
новизну, вiрогiднiсть та практичне значення отриманих результатiв; означено осо-
бистий внесок здобувача; вказано, на яких наукових конференцiях та симпозiумах
оприлюднювалися результати дослiджень; вказана кiлькiсть публiкацiй за темою
роботи та представлена її загальна структура.

В першому роздiлi стисло проведено огляд лiтератури за темою дисертацiї
та розглянуто моделi, якi було використано при розрахунках взаємодiї когерен-
тних вихорiв та генерованого при цьому звукового поля.

Когерентнi вихровi структури є такими, що здатнi найбiльш ефективно в по-
рiвняннi з iншими вихорами течiї перетворювати енергiю своєї взаємодiї на звук
(A.K.M.F. Hussain, 1983 р.). Запропоновано низку модельних пiдходiв для опису
динамiки когерентних вихорiв (див., наприклад, P. G. Saffman, 1985 р.; M. V. Me-
lander et al., 1986 р.; Z. H. Teng, 1986 р.): вихровi методи – моделi з недеформовни-
ми (точковi вихори, вихори Rankine) та деформовними вихровими ядрами (вихори
Kirchhoff; вихори з завихреностю, яка розподiлена за визначеним законом); метод
контурної динамiки, тощо.

Для опису вихорiв в вихрових методах з деформовним вихровим ядром за-
стосовується, зокрема, моментна модель вихрової взаємодiї (M.V.Melander at al.,
1986 р.; вiдома як MZS - модель). В моделi еволюцiя кожної вихрової плями одно-
рiдної сталої завихреностi, яка умiщена в потенцiйне iдеальне середовище, опи-
сується системою звичайних диференцiальних рiвнянь для центра завихреностi
(центра мас) та для моментiв iнерцiї її площi. Моментнi моделi широко застосо-
вуються, зокрема, при побудовi математичних моделей щодо прогнозування клi-
мату (наприклад, J. A. France, V. L. Harvey, 2013). Дана модель є промiжною мiж
точковою (iнварiантною) моделлю та методом контурної динамiки.

Аналогiя Lighthill побудована для нестацiонарного дозвукового потоку (число
Маха M < 1) вiдносно невеликої просторової протяжностi (струмiнь) при великих
числах Рейнольдса Re, умiщеного в однорiдне стацiонарне середовище. Викори-
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стання аналогiї Lighthill має передумовою детальне знання характеристик течiї,
що виконати складно. При цьому виникають складнощi з вибором влучного опису
функцiї джерела. Замiна реальної течiї її модельним аналогом є одним iз шляхiв
уникнути цих проблем. При цьому в моделi течiї видiляють найбiльш важливi її
властивостi з точки зору формування звуку, решта властивостей iгнорується.

Пiдвищити рiвень розумiння фiзичних процесiв, що обумовлюють випромi-
нення звуку, та оцiнити внесок окремих актiв взаємодiї вихорiв в загальне зву-
кове поле дозволяє розгляд елементарних актiв вихрової взаємодiї. Дослiдження
кiлькох вихорiв, якi взаємодiють, має на метi поглибити iснуючi данi, що по-
в’язують особливостi звукових полiв з характеристиками вихрової взаємодiї.

Вихрову взаємодiю будемо описувати в межах MZS - моделi першого та дру-
гого порядкiв, звукове поле як результат такої взаємодiї будемо моделювати за
допомогою акустичної аналогiї Lighthill. Наведемо основнi рiвняння та спiввiдно-
шення моделей, що використовуються.

Розглядається двовимiрна потенцiйна течiя нев’язкої нестисливої рiдини одно-
рiдної щiльностi. Рiдина вважається необмеженою та нерухомою на нескiнченно-
стi. При вивченнi динамiки завихреностi ефектом дифузiї будемо нехтувати, що
слушно при розглядi певного класу течiй з високими числами Re та дозволяє моде-
лювати вихори локалiзованими плямами завихреностi. N двовимiрних вихрових
областей (плям), що взаємодiють мiж собою, з однорiдно розподiленою сталою
завихреностю всерединi кожної з них умiщено в потенцiальну течiю. Основнi па-
раметри моделi зображено на рис. 1. Sk, ωk, Γk = ωkSk, x⃗k = (xk, yk) - площа,
завихренiсть, iнтенсивнiсть та координата центру завихреностi плями з номером
k (k = 1, . . . , N), вiдповiдно. Згiдно з MZS - моделлю поведiнку областi завихре-
ностi Dk в процесi її взаємодiї з iншими вихровими областями можна описати
еволюцiєю в часi її центру завихреностi x⃗k та еволюцiєю моментiв iнерцiї її пере-
рiзу J

(m,n)
k порядку (m+ n) (рис. 1). В основу загальної моментної моделi покла-

дено два основнi припущення: •максимальний розмiр будь-якої плями набагато
менший за мiнiмальну з вiдстаней мiж центрами будь-яких двох плям; • центр
завихреностi будь-якої плями завжди знаходиться всерединi неї.
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MZS -модель в першому наближеннi є моделлю точкових вихорiв (МТВ)

(H. Helmholtz, 1858 р.). В межах точкової моделi кожна пляма завихреностi має
два ступенi свободи – координати центру завихреностi плями. В межах MZS -
моделi другого порядку поведiнка кожної плями однорiдної завихреностi описує-
ться елiптичним вихорем Kirchhoff, який збурюється присутнiстю iнших вихорiв
Kirchhoff. Елiпс цiлком визначається положенням його центра мас, вiдношенням
пiвосей λ = a/b та кутом його нахилу ϕ до координатних осей iнерцiальної систе-
ми (рис. 1). Вихрова пляма в межах MZS -моделi другого порядку має чотири
ступенi свободи: двi координати центру завихреностi, вiдношення пiвосей елiпса
та його кут нахилу до координатних осей. Вихор Kirchhoff (1876 р.) – вихровий
елiпс зi сталою однорiдною завихреностю всерединi нього, що обертається з не-
змiнною кутовою швидкiстю навколо свого центру завихреностi; вихор не iндукує
переносної швидкостi. У межах MZS - моделi другого порядку взаємодiя вихрових
плям описується гамiльтоновою системою рiвнянь четвертого порядку:

Γkẋk =
∂H

∂yk
; Γkẏk = −∂H

∂xk
;

ΓkSk

8π

λ2
k − 1

λ2
k

λ̇k =
∂H

∂ϕk
;

ΓkSk

8π

λ2
k − 1

λ2
k

ϕ̇k = −∂H

∂λk
,

(1)

де H – гамiльтонiан системи. Також в моделi зберiгаються: •циркуляцiя, площа
плями; • iмпульс; •момент импульсу. При виродженнi елiпса з номером k в ко-
ло (λk = 1) в диференцiальному рiвняннi для кута оберту в (1) має мiсце осо-
бливiсть типу O

(
(λk − 1)−1

)
. Кутова швидкiсть елiпса з фiзичних мiркувань не

може дорiвнювати нескiнченностi при λk = 1, тому необхiдно у певний момент
часу накласти вiдповiдну умову, з якої випливає спiввiдношення для кута оберту
елiпса в цей момент часу. Для отримання придатної для чисельного iнтегрування
системи робиться замiна змiнних: (δk, γk) = (Sk/8πλk)

1/2(λk − 1)(cos 2ϕk, sin 2ϕk).
У змiнних (δ, γ) система (1) набуває вигляду:

Γkẋk =
∂H

∂yk
; Γkẏk = −∂H

∂xk
;

Γkδ̇k =
∂H

∂γk
; Γkγ̇k = −∂H

∂δk
,

(2)

Перехiд вiд змiнних (δ, γ) до змiнних (λ, ϕ), а також трансформацiя елiптичної
вихрової плями в кругову описана в Додатку A.

Динамiка системи точкових вихорiв описується гамiльтоновою системою дру-
гого порядку (Дж. Бетчелор, 1973 р.):

Γkẋk =
∂H

∂yk
; Γkẏk = −∂H

∂xk
, (3)

з незалежним вiд часу гамiльтонiаном H. В межах МТВ також зберiгаються iм-
пульс та момент импульсу. Еквiвалентною системою точкових вихорiв назвемо



7
систему точкових вихорiв, умiщених у центри завихреностi вихрових плям, з iн-
тенсивностями, що дорiвнюють iнтенсивностям плям.

Математична постановка гiдродинамiчної задачi полягає у розв’язку систе-
ми звичайних диференцiальних рiвнянь (2) та (3) з вiдповiдними початковими
умовами. Дослiджуванi системи iнтегрувались чисельно методом екстраполяцiї.
Точнiсть обчислень контролювалася виконанням законiв збереження моделей.

Знання поля швидкостi (u, v) всерединi елiптичних вихрових плям стане у
нагодi при обчисленнi деформацiї поля швидкостi течiї та при дослiдженнi звуко-
вих полiв, що генеруються такою течiєю. Знайдене поле швидкостi представимо
у виглядi трьох адитивних компонент: uk = uk1 + uk2 + uk3; vk = vk1 + vk2 + vk3.
Цi компоненти описують такi рухи рiдини: (uk1, vk1) – обертовi рухи; (uk2, vk2) –
деформацiйнi; (uk3, vk3) – переноснi.

Дослiдження поведiнки вихору Kirchhoff, умiщеного у зовнiшню зсувну течiю,
(С. О. Чаплигiн, 1899 р.; D. W. Moore &P. G. Saffman, 1971 р.; S. Kida, 1981 р.;
D. G. Dritschel, 1990 р.) викликають iнтерес, оскiльки дана ситуацiя наближено
вiдтворює вплив на вихрову пляму вiддалених вихорiв та фонової завихреностi.
Деформацiя (розтягнення/стиснення) вихору обумовлена як наявнiстю ексцен-
триситету форми плями, так i впливом вiддалених вихорiв. Вплив цих чинникiв
змоделюємо накладенням на вихор деформацiйної течiї, який описується спiввiд-
ношенням: Q = S · ST (згортка тензорiв), де Sij – тензор швидкостей деформацiй
поля швидкостi; T – знак транспонування. В межах MZS -моделi другого порядку
отримано вираз для швидкостi деформацiї Qk всерединi вихора з номером k.

M. J. Lighthill (1952 р.) отримав неоднорiдне хвильове рiвняння, що є мате-
матичним поданням його акустичної аналогiї, спiльно перетворивши рiвняння не-
розривностi, рiвняння динамiки середовища “в напруженнях”, рiвняння стану за
умови вiдсутностi джерел маси та зовнiшнiх об’ємних сил. Зробивши вiрогiднi фi-
зичнi припущення щодо течiї, M. J. Lighthill апроксимував праву (“джерельну”)
частину свого рiвняння, залишивши в ньому члени, що вiдповiдають за формува-
ння звукового поля. Lighthill зазначив, що подалi вiд границь турбулентний потiк
може розглядатись як акустичний еквiвалент розподiлу квадруполiв, розташова-
них в однорiдному нерухливому середовищi. Структура правої частинi рiвняння
Lighthill не вказує явним чином на вихрову природу турбулентного шуму. Цей
зв’язок вперше отримав A. Powell (1964 р.):

∇⃗2p′ − 1

c20

∂2p′

∂t2
= −ρ0∇⃗ ·

(
Ω⃗× v⃗

)
, (4)

p′ = p−p0 –флуктуацiї звукового тиску (p0 – тиск стацiонарного навколишнього се-
редовища); v⃗(vi) – поле швидкостi в нестисливiй рiдини (i = 1, 2, 3); c0 –швидкiсть
звуку в дальньому полi (стала величина); Ω⃗ = ∇⃗ × v⃗ – поле завихреностi течiї;
dp = c20dρ. Формально гiдродинамiчнi джерела в рiвняннi Powell (4) мають ви-
гляд диполiв. Однак аналiз розв’язку рiвняння (4) для вiльного простору роз-
криває їхню квадрупольному природу. Розв’язок рiвняння (4) має задовольняти
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умовам випромiнювання Зомерфельда та початковим умовам. За своєю геометрi-
єю задача, що розглядається, двовимiрна. Для спрощення перетворень розв’язок
записуємо для загального тривимiрного випадку. Шуканi величини розраховую-
ться на одиницю висоти вихрових трубок. Перетворення розв’язку в дальньому
полi виконуємо з урахуванням припущення про компактность джерела в площинi
перерiзiв вихрових шнурiв. В безрозмiрному виглядi розв’язок (4) має вигляд:

p′(x⃗, t) = −M2

t−ρ∫
0

x21W1(τ) + x22W2(τ) + x1x2W3(τ)√
(t− τ)2 − ρ2

dτ

(t− τ)2
, (5)

де W (τ) (i = 1, 2, 3) – функцiї ступенiв свободи вихорiв та їхнiх часових похiдних
(наведенi в Додатках B,C); M = U/c0 – число Маха.

Зокрема, будемо аналiзувати наступнi характеристики звукового поля. Дiа-
грама напрямленостi за тиском (ДН) – це залежнiсть звукового тиску в дальнiй
зонi вiд кутових координат точки спостереження. Мається на увазi перерiз ДН в
площинi перерiзiв вихрових шнурiв. Нормована ДН є вiдношення значень ДН до її
максимального значення. Оскiльки джерело звуку є компактним для всiх частот
з випромiнюваного дiапазону, то ДН можна обчислювати для звукового iмпульсу
цiлком, а не для окремих його гармонiк. Ефективнiсть гiдродинамiчного випро-
мiнювання (Lighthill, 1952 р.), або коефiцiєнт корисної дiї (ККД) при утвореннi
звуку, визначається як вiдношення випромiнюваної звукової енергiї до кiнетичної
енергiї потоку. Виведення виразу для ККД в межах моделей, що використовую-
ться, наведено в Додатку D.

Оцiнка дiапазону акустичних хвильових чисел при малих числах Маха до-
зволяє зробити висновок, що спектр випромiнюваного звуку розташований в
низькочастотнiй областi. При обчисленнi звукових полiв спiввiдношення (5) чи-
сельно iнтегрувалося за квадратурними формулами, що враховували iнтегровну
особливiсть при τ= t−ρ. Фур’є-образи обчислювалися за допомогою швидкого пе-
ретворення Фур’є.

Другий роздiл. В параграфi 2.1 на прикладi двох початкових вихорiв
Rankine рiзного розмiру розглядаються можливi типи взаємодiї двох розподiле-
них вихорiв (рис. 2). Такi вихори можуть демонструвати пружну вихрову вза-
ємодiю (ПВВ) (обертання навколо центру завихреностi системи) та непружну
вихрову взаємодiю (НВВ) (перерозподiл завихреностi). Характер взаємодiї ви-
хорiв визначається початковим вiдношенням радiусiв вихорiв R2/R1 та початко-
вою вiдстанню мiж їхнiми центрами d(0). Початковий радiус R1 першого вихора
дорiвнював const; початковий радiус R2 другого вихора змiнювався в дiапазонi
0.1R1 ≤ R2 ≤ R1. Завихренiсть плям дорiвнювала ω = 2π, як в роботi D.G.Dritschel,
D.W.Waugh (1992 р.). Результати обчислень поданi в виглядi схеми, яка вiдтво-
рює типи взаємодiї вихорiв в залежностi вiд вiдношення їхнiх радiусiв R2/R1 та
вiдстанi мiж їхнiми кромками ∆(0)/R1 = (d(0)−R1−R2)/R1 в початковий момент
часу (рис. 3, а). Суцiльна крива R2/R1(∆

(0)/R1) зображує границю мiж ПВВ та
НВВ (рис. 3, а). Вiдстанi мiж кромками вихорiв ∆кр/R1 (рис. 3, а), а також мiж
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їхнiми центрами dкр/R1 (рис. 3, б), що визначаються за цими кривими, звуться
критичними: якщо вiдповiднi вiдстанi меншi за критичнi, то вихори взаємодiють
непружним чином. НВВ демонструють лише близько розташованi вихори: вiд-
стань мiж кромками таких вихорiв повинна бути не бiльше, нiж 1.5 радiуса, а мiж-
центрова вiдстань не бiльше, нiж 3.2 радiуса найбiльшого вихора R1 (рис. 3, а,б).
Результати обчислення граничної кривої в межах MZS - моделi (суцiльна крива на
рис. 3, а) порiвнянi з даними обчислень в межах МКД (D.G.Dritschel, D.W.Waugh,
1992 р.) (штрихова крива на рис. 3, а). MZS - гранична крива вiдтворює загальний
характер залежностi МКД - граничної кривої. При цьому MZS - границя зсунута в
область НВВ, що розрахована в межах МКД. Вiдхилення MZS - граничної кривої
вiд МКД - граничної кривої максимально для однакових вихорiв (вiдносна похиб-
ка складає ∼ 17%) та зменшується при збiльшеннi рiзницi в вихрових розмiрах,
тобто мiнiмально для R2/R1 = 0.1 (∼ 0.8%). Таким чином, результати обчисле-
ння граничної кривої узгоджуються з даними, отриманими МКД, з задовiльною
точнiстю. В випадку взаємодiї початкових елiпсiв крива, що роздiляє ПВВ та
НВВ, зсунута в бiк бiльших початкових мiжцентрових вiдстаней в порiвняннi iз
випадком початкових вихорiв Rankine. Моментна модель добре описує поведiнку
вихорiв при ПВВ та вказує на основнi тенденцiї вихрової поведiнки при НВВ.
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При ПВВ великомасштабна поведiнка вихрових плям може описуватися МТВ

при певних умовах. Вiдмiнностi в поведiнцi вихрових плям при ПВВ вiд точкових
вихорiв оцiнюються за допомогою чотирьох коефiцiєнтiв:

k1=

∣∣∣∣Ωосп − Ωт
Ωт

∣∣∣∣ ; k2= ∣∣∣∣dос − d(0)

d(0)

∣∣∣∣ ; k3=
∣∣∣∣∣λос1 − λ

(0)
1

λ
(0)
1

∣∣∣∣∣ ; k4=
∣∣∣∣∣λос2 − λ

(0)
2

λ
(0)
2

∣∣∣∣∣ , (6)

якi виражають: k1 – вiдносне вiдхилення осередненої за часом кутової швидкостi
обертання плям навколо центру завихреностi системи Ωосп вiд кутової швидкостi
обертання еквiвалентної системи точкових вихорiв Ωт; k2 – вiдносне вiдхилення
осередненої за часом мiжцентрової вiдстанi плям dос вiд їхньої початкової вiдста-
нi d(0); k3, k4 – вiдноснi вiдхилення осереднених за часом вiдношень пiвосей вихорiв
λосi вiд їхнiх початкових значень λ(0)

i = 1, i = 1, 2. Коефiцiєнти k1, k2 (6) вiдтворю-
ють вiдмiнностi великомасштабних рухiв плям вiд точкових вихорiв; коефiцiєнти
k3, k4 (6) характеризують мiру збудження внутрiшнiх ступенiв свободи першого
та другого вихорiв, вiдповiдно. Свої максимальнi значення коефiцiєнти k1 ÷ k4
приймають поблизу dкр/R1, при зростаннi d(0)/R1 вони демонструють загальну
тенденцiю до зменшення. Дiапазон змiнювання коефiцiєнта k4 є найбiльшим се-
ред усiх коефiцiєнтiв внаслiдок особливостей поведiнки вихора R2. На прикладi
двох вихорiв Kirchhoff сформульовано динамiчний критерiй, що дозволяє опису-
вати великомасштабнi рухи плям точковими вихорами; його сутнiсть: побудова-
но чотири коефiцiєнти, що описують рiзницю в динамiцi двох вихорiв Kirchhoff
та двох точкових вихорiв; в якостi критерiю визначено значення найбiльшого з
коефiцiєнтiв (k4 ≤ 0.05), нижче якого великомасштабнi рухи двох плям можна
коректно описувати точковими вихорами. При цьому початкова мiжцентрова вiд-
стань дорiвнює або перевищує ∼ чотири радiуса бiльшого вихора для вихорiв всiх
розмiрiв. При зменшеннi даної вiдстанi розрахунки взаємодiї двох плям з однако-
вою завихреностю повиннi виконуватись з урахуванням їхнiх внутрiшнiх ступенiв
свободи. В параграфi 2.2 розглянуто можливi типи взаємодiї трьох точкових ви-
хорiв з iнтенсивностями рiзних знакiв Γ1 = Γ2 = −Γ3 = Γ (W. Gröbli, 1877 р.). Як
показав W. Gröbli (1877 р.), взаємодiя дослiджуваної вихрової системи цiлком ви-
значається моментом импульсу вихрової системи та початковим радiусом одного
з вихорiв, який обраний в якостi незалежної змiнної в розв’язку. Було класифi-
ковано три можливi типи взаємодiї: • пряма взаємодiя – набiжна вихрова пара
“вiдбивається” вiд поодинокого вихора, зберiгаючи при цьому свою цiлiснiсть; дана
взаємодiя описується формулою: 13+2 → 13+2; • обмiнна взаємодiя – набiжна
вихрова пара “вiдбивається” вiд поодинокого вихора, втрачаючи при цьому один
з вихорiв; вiдбита пара складається iз початкового та поодинокого вихора; дана
взаємодiя описується формулою: 13+2 → 1+23; • взаємне захоплення – вихори
обертаються навколо центру завихреностi: вихори однакового знаку (Γ1 = Γ2 = Γ)
“петляють” вiдносно одне одного, третiй вихор з Γ3 = −Γ обертається на деякiй
вiдстанi вiд перших двох вихорiв по “хвилястiй” траєкторiї, що близька до колової.
Для бiльшої наочностi перейдемо вiд параметрiв W. Gröbli до параметрiв L, l, b.
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Рисунок 4

Покладемо, що L=const та l=const. При дослiдженнi прямої та обмiнної взаємо-
дiй розглядалися наступнi значення параметрiв: L=20, l=1, −10 ≤ b ≤ 10; при
розглядi взаємного захоплення: L=0, l=1, −1.5 < b < −1.0. Початкова геометрiя
взаємодiї зображена на рис. 4: а – пряма та обмiнна взаємодiї; 1,3 – набiжна пара;
2 – поодинокий вихор; б – взаємне захоплення.

Третiй роздiл присвячений розрахункам та аналiзу звувових полiв вiд де-
кiлькох вихорiв, що взаємодiють мiж собою. Параграф 3.1. Звукове поле, ге-
нероване вихорем Kirchhoff з завихреностю ωел та iнтенсивнiстю Γ в iдеаль-
ному безмежному середовищi, обумовлене тiльки його обертанням та є гармо-
нiчним коливанням з частотою, що дорiвнює подвоєнiй частотi обертання плями
ω = 2Ωоб. ДН обертається синхронно з обертанням вихору. Амплiтуда флуктуа-
цiй звукового тиску досягає свого максимального значення при λ = 3. При λ = 1
вихор не випромiнює (вихор Rankine). Вихровий елiпс з малим ексцентрисите-
том випромiнює на частотi, що дорiвнює половиннiй завихреностi плями (M.S.
Howe, 1975 р.): ω = ωел/2. Параграф 3.2 присвячений визначенню акустичних
критерiїв щодо апроксимацiї ПВВ двох вихрових структур точковими вихорами
при моделюваннi їхнiх великомасштабних рухiв та побудовi джерела звуку. Спе-
ктральна смуга звукового поля, що генеруються двома вихорами Kirchhoff при
їхнiй ПВВ (рис. 2), займає кiлька безрозмiрних частотних одиниць. При ПВВ
близько розташованих (d(0) = dкр + 10−3) вихорiв Rankine (R1 = R2, ω = 2π)
частоти звукового тиску густо заповнюють всю вiдповiдну спектральну смугу: всi
ступенi свободи плям активно взаємодiють мiж собою. Рiвень звукового тиску вiд
плям приблизно в 2 рази вищий за рiвень звукового тиску вiд точок. Звукова ча-
стота вiд еквiвалентної системи точок ∼ на 20 % нижча за найбiльш енергоємну
звукову частоту вiд рухiв центрiв плям. Значення коефiцiєнтiв k1÷ k4 (6) iстотно
вищi за 5%. Сказане свiдчить про те, що рухи вихрових плям не можна апрокси-
мувати точками. Збiльшення початкової мiжцентрової вiдстанi (d(0) = 4R1) веде
до розщеплення щiльного спектра на частотнi смуги та наближення найбiльш
енергоємної частоти низької смуги плям до частоти випромiнювання екiвалентної
системи точок (вiдносна похибка даного прикладу становить ∼ 1%). При цьому
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k4 < 5% (6). Близькiсть значень вiдповiдних частот в низькiй смузi вказує на
можливiсть моделювати рухи центрiв плям точковими вихорами. В випадку по-
чатково кругових вихорiв при збiльшеннi d(0) внесок в звукове поле внутрiшньої
динамiки плям → до 0, тому при певному значеннi d(0) звукове джерело можливо
моделювати точковими вихорами. В загальному випадку ПВВ взаємодiї вихорiв
Kirchhoff (λ(0)

1,2 = 1.4, d(0) = 4R1) при збiльшеннi d(0) внесок в звукове поле вну-
трiшньої динамiки плям не дорiвнює 0. Тому моделювання звукового джерела
точковими вихорами суттєвим чиним зменшить рiвень очiкуваного результату.
При цьому збiг вiдповiдних частот в низькiй смузi для вихрових систем, що по-
рiвнюються, з вiдносною похибкою ∼ 1% свiдчить про можливiсть моделювати
великомасштабнi рухи плям вихровими точками.

Результати обчислення ККД звукового випромiнювання пiдтверджують зро-
бленi висновки. На рис. 5, а зображено результати обчислення ККД звукового
випромiнювання η для початково кругових плям: ω = 2π, R2/R1 = 0.1 ÷ 1, вiд-
повiднi початковi мiжцентровi вiдстанi беруться уздовж граничної кривої (d(0) =
dкр+10−3) (рис. 3, б), а також η для вiдповiдних еквiвалентних точкових систем.
При змiнюваннi R2/R1 вiд 1 до 0.1 для обох систем вихорiв η взагалi спадає. При
цьому η вiд плям приблизно в 2÷6 разiв вищий за η вiд вихрових точок: в дано-
му випадку моделювання звукового джерела вихровими точками суттєвим чином
зменшить рiвень звукового поля. При збiльшеннi початкової мiжцентрової вiдста-
нi до d(0) = 4R1 η для обох вихрових систем, що порiвнюються, мають близькi
значення у всьому дiапазонi спiввiдношень радiусiв плям (рис. 5, б), тобто в да-
ному випадку звукове джерело можливо моделювати точковими вихорами. При
збiльшеннi вiдстаней мiж центрами початково невироджених елiпсiв (λ(0)

i = 1.4,
d(0) = 4R1) η прямує до певного значення вiд двох поодиноких плям, а η вiд
вихрових точок → до 0 (рис. 5, б).

Акустичний критерiй, що вказує на можливiсть замiни великомасштабних ру-
хiв двох розподiлених вихорiв еквiвалентною системою точкових вихорiв, сформу-
люємо таким чином: необхiдно, щоб спектр звуку, генерованого вихровими пляма-
ми, був чiтко роздiлений на смуги; вiдносна похибка мiж вiдповiдними частотами
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в нижнiй частинi спектра визначає точнiсть апроксимацiї. Моделювання джерела
звуку точковими вихорами призведе до суттєвого зниження рiвня звукового поля.
У параграфi 3.3 дослiджуються звуковi поля при прямiй та обмiннiй взаємодiях
трьох точкових вихорiв з iнтенсивностями Γ1 = Γ2 = −Γ3 = Γ (рис. 4, а). Прямiй
взаємодiї вiдповiдають наступнi дiапазони змiнювання параметру b:
b∈ [−10;−1[∪ ]3.41 . . . ; 10]. Обмiнна взаємодiя має мiсце в випадках: b∈]− 1;−0.5[
∪ ]− 0.5; 3.41 . . .]. Для цих типiв визначено область ефективної вихрової взаємо-
дiї: на межi областi рiвень звукового тиску на 20 dB (в 10 разiв) нижчий за його
максимальне значення (рис. 6, а,б). Часовий розмiр даної областi Tеф визначає-
ться промiжком часу, протягом якого вихори перебувають в нiй; ωеф = 2π/Tеф –
характерна частота випромiнюваного сигналу. В процесi вихрової взаємодiї ДН
звукового поля обертається, тому звукове поле дослiджувалось з урахуванням
його обертання, тобто на опорнiй пелюстцi ДН. Аналiз показав, що уздовж трає-
кторiї набiжної та вiдбитої вихрових пар завжди орiєнтована пелюстка ДН. Оберт
вихрової системи в процесi взаємодiї описується кутовою координатою вихора 3
(Γ3 = −Γ). Вихрова система i генероване звукове поле можуть обертатися як в
однаковому, так i в протилежних напрямках. Отримано спiввiдношення, що вста-
новлюють зв’язок мiж повним обертом вихрової системи та повним обертом гене-
рованого звукового поля для випадкiв прямої та обмiнної взаємодiї: повний оберт
вихрової системи ∆θ3 вiдрiзняється вiд повного оберту ДН ∆θд на число, кратне
180◦. З’ясовано, що пряма i обмiнна взаємодiї як джерела гiдродинамiчного звуку
подiбнi мiж собою.

На рис. 6 зображено випадок обмiнної вихрової взаємодiї: характернi для да-
ного типу вихрового руху траєкторiї вихорiв (рис. 6, а); часовi залежностi флу-
ктуацiй тиску на пелюстцi ДН p′д(t), кута оберту ДН θд(t), кута оберту вихро-
вої системи θ3(t) (рис. 6, б); часовi залежностi модулiв прискорень вихорiв |⃗ak(t)|,
k = 1, 2, 3, i флуктуацiй тиску на позитивнiй пелюстцi ДН (рис. 6, в). Цей випадок
цiкавий тим, що ДН i вихрова система обертаються в протилежних напрямках:
∆θд=∆θ3 − 180◦; в процесi взаємодiї вiдбувається змiна знаку фази звукового
тиску на опорнiй пелюстцi ДН (рис. 6, б). Вiдзначимо характерну особливiсть для
вихрової взаємодiї взагалi: екстремуми iмпульсу звукового тиску вiдповiдають
великим значенням часових похiдниих прискорень вихорiв (рис. 6, в). Граничнi
значення b вiдповiдають гармонiчним звуковим коливанням, обумовленим обер-
танням навколо центру завихреностi вихрового рiвнобiчного трикутника (b = −1)
та обертанням вихрового вiдрiзка (b = 3.41 . . .); дуже низькому рiвню звукового
поля (p′/M2 = O(10−14)) при русi вихорiв уздовж паралельних прямих (b = −0.5:
обмiн). У параграфi 3.4 дослiджується звукове поле, генероване при взаємно-
му захопленнi трьох точкових вихорiв з iнтенсивностями Γ1 = Γ2 = −Γ3 = Γ:
L=0, l=1, −1.5 < b < −1.0 (рис. 4, б). В випадку взаємного захоплення для
полярних координат точкових вихорiв виконуються спiввiдношення (W. Gröbli,
1877 р.): ρk(τ +nTвз) = ρk(τ); θk(τ +nTвз) = θk(τ) +nΘвз, де Θвз, Tвз – кутовий
та часовий перiоди взаємодiї; n – цiле, тобто вихрова система за промiжок часу
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Рисунок 6

Tвз обертається проти годинникової стрiлки на угол Θвз. ωвз = Θвз/Tвз – кутова
швидкiсть обертання вихорiв як єдиного цiлого вiдносно центру завихрености;
ω0 = 2π/Tвз – основна частота вихрової взаємодiї в системi координат, що обер-
тається з кутовою швидкiстю ωвз (рис. 7, а – траєкторiї вихорiв). Параметри, якi
характеризують взаємне захоплення, дослiджено в Додатку E. Часовi залежностi
координат вихорiв при взаємному захопленнi описуються дискретними спектраль-
ними компонентами (nω0 ± ωвз). Флуктуацiї звукового тиску p′θ(t) в напрямку
спостереження θ = const в загальному випадку параметра b є неперiодичною
функцiєю часу t з дискретним набором частот (2nω0 ± 2ωвз), (2nω0) (рис. 7, б).
На рис. 7, г зображено амплiтудний спектр сигналу p′θ(t): найвищi рiвнi вiдповiда-
ють спектральним компонентам сумарних частот 2nω0 +2ωвз. На рис. 7, б також
представленi флуктуацiї звукового тиску на осi (негативної) пелюстки ДН p′д(t).
У загальному випадку параметра b p′д(t) є перiодичною функцiєю часу t з перiо-
дом Tвз/2 та дискретним набором частот (2nω0). Вiдзначимо, що в околi моментiв
часу mTвз/2 спостерiгаються сплески флуктуацiй звукового тиску в фiксованому
напрямку p′θ(t) та тиску на осi пелюстки p′д(t) (рис. 7, б), що обумовлено вели-
кими значеннями часових похiдних вiд прискорень вихорiв в околi моментiв часу
mTвз/2 (рис. 7, в). Вихрова система та ДН обертаються в однаковому, позитивно-
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Рисунок 7

му, напрямку. Зв’язок мiж повним обертом вихрової системи та обертом її ДН за
часовий перiод Tвз для всiх значень параметра b: ∆θд=Θвз+360◦. Вiдзначимо,
що рiвнi генерованого звукового поля в випадку взаємного захоплення на кiлька
порядкiв вищi за рiвнi генерованого звукового поля при прямiй та обмiннiй вза-
ємодiї, що обумовлено бiльшими значеннями кiнетичної енергiї, притаманної для
взаємного захоплення в порiвняннi з прямою/обмiнною взаємодiями (пор.,рис. 6, б
та рис. 7, б). У параграфi 3.5 було показано, що характерна частота низькоча-
стотної смуги спектра звукового поля визначається областю ефективної вихрової
взаємодiї для великомасштабних рухiв, а високочастотна смуга в основному фор-
мується частотами деформацiї елiпсiв та подвiйними частотами їхнього обертання.

Акустичний критерiй, що вказує на можливiсть замiни великомасштабних ру-
хiв розподiлених вихорiв еквiвалентною системою точкових вихорiв, сформулюємо
таким чином: необхiдно, щоб спектр звуку, генерованого вихровими плямами, був
чiтко роздiлений на смуги; розмiри низькочастотної смуги спектра плям та спе-
ктра точок мають бути близькими, при цьому ваги енергоємних частот цiєї смуги
для порiвнюваних систем можуть вiдрiзнятися. Моделювання вихрових плям то-
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чками при побудовi звукового джерела суттєвим чином занижує очiкуваний рiвень
звукового поля. У параграфi 3.6 було показано, що при зростаннi кiлькостi ви-
хорiв, якi взаємодiють мiж собою, частотний спектр генерованого звукового поля
розширюється, а його щiльнiсть зростає.

ВИСНОВКИ

У дисертацiї встановлено зв’язки мiж динамiчними та акустичними характе-
ристиками течiй, сформованих кiлькома когерентними вихорами. Основнi резуль-
тати дисертацiйної роботи:
1. В межах MZS-моделi першого та другого порядкiв при дослiдженнi динамiки
декiлькох когерентних вихрових структур отримано наступнi результати:
• визначено межi застосування MZS-моделi другого порядку: модель описує лише
пружнi вихровi взаємодiї та окреслює особливостi непружної вихрової взаємодiї;
на прикладi двох вихорiв Kirchhoff обчислена гранична крива, що роздiляє пру-
жну та непружну вихровi взаємодiї; данi узгоджуються з результатами, отрима-
ними методом контурної динамiки, з задовiльною точнiстю;
• на прикладi двох вихорiв Kirchhoff сформульовано динамiчний критерiй, що до-
зволяє описувати великомасштабнi вихровi рухи плям точковими вихорами; його
сутнiсть: побудовано чотири коефiцiєнти, що описують рiзницю в динамiцi двох
вихорiв Kirchhoff та системи точкових вихорiв; в якостi критерiю визначено зна-
чення найбiльшого з цих коефiцiєнтiв, нижче якого великомасштабнi рухи плям
можна коректно описувати точковими вихорами;
• дослiджено особливостi взаємодiї трьох точкових вихорiв рiзних знакiв; знайде-
но аналiтичнi вирази для власних частот взаємодiї в випадку їхнього взаємного
захоплення; вiдзначено, що тип взаємодiї великомасштабних рухiв плям в зале-
жностi вiд їхнiх розмiрiв може вiдрiзнятися вiд типу взаємодiї точкових вихорiв.
2. Результати щодо звукових полiв, розрахованих в межах акустичної аналогiї
Lighthill, в випадку пружної взаємодiї декiлькох вихорiв Kirchhoff наступнi:
• для випадку взаємодiї трьох точкових вихорiв знайдено кiлькiснi зв’язки мiж
обертанням дiаграми напрямленостi та обертанням вихрової системи; виявлено,
що напрямки обертання звукового поля та вихрової системи можуть як спiвпада-
ти, так i бути протилежними; в випадку взаємного захоплення точкових вихорiв
побудовано аналiтичнi вирази для частот звукового спектру;
• показано, що максимальнi значення звукового поля пов’язанi з великими зна-
ченнями часових похiдних прискорень вихорiв;
• визначено просторову область ефективної вихрової взаємодiї для великомас-
штабних рухiв плям: протягом її часового розмiру випромiнюється бiльша части-
на звукової енергiї, що обумовлена рухами центрiв завихреностi плям;
• показано, що характерна частота низькочастотної смуги спектра звукового поля
визначається областю ефективної вихрової взаємодiї для великомасштабних ру-
хiв, а високочастотна смуга в основному формується частотами деформацiї елiпсiв
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та подвiйними частотами їхнього обертання;
• вiдзначено, що сингулярна модель точкових вихорiв в рядi ситуацiй задовiль-
но моделює взаємодiю розподiлених вихорiв, але не може використовуватися при
дослiдженнi генерованих вихорами звукових полiв.
3. Побудовано акустичний критерiй, що оцiнює можливiсть замiни великомасшта-
бних вихрових рухiв плям точковими вихорами; показано, що характер звукового
спектра визначає ступiнь активностi взаємодiї вихорiв в течiї.
4. Прийнята в теперiшнiй час концепцiя, яка стверджує, що звук породжується
вихровою взаємодiєю в потоцi, пiдтверджена чисельними експериментами; пока-
зано, що при зростаннi кiлькостi вихорiв, якi взаємодiють мiж собою, частотний
спектр генерованого звукового поля розширюється, а його щiльнiсть зростає.
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АНОТАЦIЯ

Коновалюк Т.П. Звуковi поля, генерованi когерентними вихровими
структурами, якi взаємодiють. - Квалiфiкацiйна наукова праця на правах ру-
копису. Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.04.06 – АКУСТИКА. Iнститут гiдро-
механiки НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiя присвячена дослiдженню взаємодiї когерентних вихрових структур
та звукового поля як результату такої взаємодiї. Вихрова поведенка в iдеальнiй
нестисливiй безмежнiй рiдинi описується в межах моментної моделi вихрової вза-
їмодiї другого порядку. Звуковi поля моделюються в межах акустичної аналогiї
Lighthill. Дослiджено взаємодiю двох початкових вихорiв Rankine рiзного розмiру,
зокрема, сформульовано динамiчний критерiй, який дає можливiсть замiнювати
великомасштабнi рухи вихорiв еквiвалентними вихровими точками. Дослiджено
можливi типи взаємодiї трьох точкових вихорiв та вихрових плям з iнтенсивностя-
ми рiзних знакiв. Розраховано звукове поле при пружнiй взаємодiї двох вихорiв
Kirchhoff. Знайдено кiлькiснi зв’язки мiж обертом системи трьох точкових ви-
хорiв та обертом дiаграми напрямленостi генерованого звукового поля. Оцiненi
характернi частотi низькочастотної та високочастотної смуг звукового поля вiд
вихрових плям. Сформульовано акустичний критерiй, який дозволяє оцiнити мо-
жливiсть замiни великомасштабних вихрових рухiв розподiлених вихорiв їхнiми
точковими аналогами. Вiдзначено, що модель точкових вихорiв не може бути ви-
користана при дослiдженнi генерованих вихорами звукових полiв.
Ключовi слова: когерентний вихор, точковий вихор, вихор Kirchhoff, звуковий
тиск, дiаграма напрямленостi.

Коновалюк Т.П. Звуковые поля, генерируемые взаимодействующи-
ми когерентными вихревыми структурами. - Квалификационная научная
работа на правах рукописи. Диссертация на соискание ученой степени кандидата
физико-математичних наук (доктора философии) за специальностью 01.04.06 –
АКУСТИКА. Институт гидромеханики НАН Украини, Киев, 2018.

Диссертация посвящена исследованию взаимодействия когерентных вихревых
структур и звукового поля как результата такого взаимодействия. Вихревое по-
ведение в идеальной несжимаемой безграничной среде описывается в рамках мо-
ментной модели вихревого взаимодействия второго порядка. Звуковые поля моде-
лируются в рамках акустической аналогии Lighthill. Исследовано взаимодействие
двух первоначальных вихрей Rankine разного розмера, в частности, сформули-
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рован динамический критерий, позволяющий заменять крупномасштабные дви-
жения вихрей эквивалентными вихревыми точками. Изучены возможные типы
взаимодействия трех точечных вихрей и вихревых пятен с интенсивностями ра-
зных знаков. Рассчитано звуковое поле при упругом взаимодействии двух вихрей
Kirchhoff. Найдены количественные связи между поворотом системы трех точе-
чных вихрей и поворотом диаграммы направленности генерируемого звукового
поля. Оценены характерные частоты низкочастотной и высокочастотной полос
звукового поля от вихревых пятен. Сформулирован акустический критерий, оце-
нивающий возможность замены крупномасштабных вихревых движений пятен
их точечными аналогами. Отмечено, что модель точечных вихрей не может быть
использована при исследованиях генерируемых вихрями звуковых полей.
Ключевые слова: когерентный вихрь, точечный вихрь, вихрь Kirchhoff, звуко-
вое давление, диаграмма направленности.

Konovalyuk T.P. Sound fields generated by interacting coherent vortex
structures. - Qualifying scientific work on the rights of manuscripts. Dissertation for
the degree of a Candidate of Physical and Mathematical Sciences (Philosophy Doctor)
in the speciality 01.04.06 – ACOUSTICS. Institute of Hydromechanics of NAS of
Ukraine, Kyiv, 2018.

The real flows are formed by a large number of vortices of different scales that
interact with each other. Simplifying the flow to the interaction of several coherent
vortex structures allows a detailed study of their sound field and is a necessary step in
establishing qualitative and quantitative relationships between the flow characteristics
and the sound field generated by it.

Within the second-order moment model of vortex interaction and the Lighthi-
ll acoustic analogy (Powell formulation), the interaction of several coherent vortex
structures and the sound field resulted from this interaction are calculated. In chosen
model of vortex interaction, the vorticity is described by the elliptic (Kirchhoff) vorti-
ces placed in the potential medium. In absence of boundaries, the sound sources are
simulated by the analogues of point quadrupoles. The two-dimensional problem is
considered. It is assumed that the Mach number is much smaller than unity.

For two initial Rankine vortices of various sizes, the boundary curve separating
the elastic and inelastic vortex interaction was numerically calculated. It is found that
the inelastic interaction is observed for the vortices with the distance between the
vorticity centers not exceeding three radii of the largest vortex. The moment model
well describes the behaviour of vortices at their elastic interaction and points to the
main tendencies of vortex behaviour in the domain of inelastic interaction. Computed
location of the boundary curve is in agreement with the data obtained by the method of
contour dynamics, with a satisfactory accuracy. On an example of two initial Rankine
vortices a dynamic criterion is formulated allowing the substitution of motion of the
centers of spot vorticity with the equivalent vortex points.

Possible types of interaction of three point vortices with intensities of different
signs are investigated in detail, namely, the direct interaction, the exchange interaction
and mutual trapping. The eigenfrequencies of vortex interaction with mutual trapping
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were found. It is noted that the type of interaction of large-scale motions of the spots,
depending on thir size, may differ from the type of interaction of point vortices. The
spatial size of region of efficient vortical interaction are estimated for large-scale vortical
motions.

The sound field for elastic interaction between two Kirchhoff vortices is calculated.
It is shown that the sound pressure fluctuations are the oscillations with a discrete
spectrum, which width makes several dimensionless frequency units. The lower part
of the spectrum is due to the large-scale vortical motions, while the higher frequencies
are the result of the interaction or presence of internal degrees of freedom. With an
increase in the initial distance between the centers of vorticity of the spots, the sound
spectrum splits into separate bands: the most energy intensive frequency of the lower
spectral band approaches the radiation frequency of the equivalent system of point
vortices, while the most energy intensive frequency of the upper spectral band goes
to the double rotation frequency of a single Kirchhoff vortex. The relative deviation
of the most energy-intensive low-band frequency from the frequency of radiation by
the system of point vortices determines the accuracy of modeling of large-scale vortex
motions by the point vortices.

In the analysis of the sound field generated by the elastic interaction of the three
Kirchhoff vortices and the interaction of the equivalent point vortex system, the followi-
ng results were obtained. The quantitative relations between the rotation of the point
vortex system and the rotation of the directivity pattern of generated sound field are
derived. It is found that in the process of interaction, the sound field and the vortex
system can rotate in the same or opposite directions. The frequencies of sound radiation
at mutual trapping of three point vortices are obtained. The characteristic frequency
of the low-frequency band of the sound field from the vortex spots is determined by
time duration of the region of effective vortical interaction for large-scale motions;
the main frequencies of the high-frequency band are determined by the frequencies of
vortex deformation and the double frequencies of their rotation. The maximum levels
of the sound field are found to correspond to the moments when time derivatives from
acceleration of the vortices are large. The level of the sound field in the Kirchhoff vorti-
ces interaction is generally several orders of magnitude higher than that of the sound
field radiated by point vortices; this is due to the interaction / presence of internal
degrees of freedom of the vortices.

It is noted that the model of point vortices cannot be used in studying of sound
generated by patches, since it substantially lowers the level of the expected sound field
due to ignoring the internal degrees of freedom. In general case of a vortex system
performing the elastic interaction, an acoustic criterion is formulated which estimates
of the possibility of replacing of large-scale vortical motions of distributed vortices
with their point counterparts: the spectrum of sound should be clearly separated into
individual bands; in doing so, the low-frequency bands of mentioned vortical systems
should have close widths, while their spectral scales may differ.
Key words: coherent vortex, point vortex, Kirchhoff vortex, sound pressure, directi-
vity pattern.




