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�������� h ��� �����	� ������� � ��	���� �������	 ���� ������ ��� ������� ������
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	 ,� ����$� ������������ ��� ��	�� :
	����� P �4� � �� �
���� ��	��
����
������ ��
����
�� ����#�� $�
	 ���	�
������ 
������ �����! . ���� ���
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��	������� �	����	� �+��������� ���� ����	�� �	��	�	� ��� ������ 
	�
�����	 �� �����#����� ��
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$�� ����#�� $�
	 ���	�
������ 
������
����� ��
����
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�� ��
����� ���
������ ����� � ����� ��	���	 �� ��
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�������� �	��� �� �
���� ��	��! F�
�	���� � ������
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���������
� ������	������ �	
����������� ����� ����
��� 
� �
�����	����� ��������	�
� ������ ��$� ������ ������	� ������� 
� ��� ,� ���
���	� ��	��� �����
�� ��
����
	��	�	 ����� ��
����	,� ����� ���������	! "���� ���� ������	�	�
,� 
	 ���	� ���	�� ���	�	� $�	������� �����$���� ������� �
$� � �
��� 
��
����� ��� �� ���� ���	� ���	�	�� �� � 
���������# �	,� ������ 
� ����
����
�����	� �����! "����� 
	 ���	�� ���	�	� $�	������� � 
	 ����# ���%���
��� 
����� ,� ������������ ��	� ����$ �	���	� ��
����� ���� �������$	�� ��� � ���
���� 
� ����
���� �����	� �����! ( 
����� 
���������� 
	����	 ��� ������ �
%��	 �
$	� ���� ��
����� �����	����� �	��� p1 � p2 �� �������� � � ��� ��
$	�
�	 ��	�� ��� �	���� Re = 1600! (	���� ,� �
$� ��
������ p1� ,� ���������
���	������ � �
����� T � 
��������� ����� ���	����� � ��
�	�������� ��
���
��! "��� �� �
��� ��
������ p2 
��������� ����� ���	����� � ��
	�����������
��
����! ( �	�� �	���	� �	,� 
	�	� �������	�����	# 
����� ,� �	�	���

	 ��������� ���������� ��
����� �� ��	�� � �����	��	� ���
���� :��	������
����4 �	������� �	�! ( 
����� 
���������� ��
������ ����
��� �
����������
�
���������� ������ �����! )� ���� ������� ������������ � ����
	��������
��� ����
���� �
����������� 
����������� � �(!�!E���
������ "!�!*���
����
�JQK�! '��� ������	�	� ,� �� �
�������� �	��� 5�#������� ����� ��
�����	 p2�
�	��	���� ���	������ �	�	 �������� ��
�� �
�����!

7����"��/ "! (�� 
	������� ����������� ����
��� �������	���� 
	 ���
������� �	����
� � ����	� ������
��! �������	 ����
���� � �
	� �	��
�� ��
�	����
�� ��� �������	�	 ��$	�	 �������	�	 �����	 ���� 
	����	�	 �� ���
�����	� ���
���# ���� � ������ �� 
�#������� �����
����#� ��������� ���	 ���
��	����� ����
������	 
���� �
	�� �	��
��� ����	����� ��	�����	 �	�� ��
�
����� ,� ������������ � �������� ���	����� �	� 
	������	� �� �����! ���	� ��
������� ����
��� ����� ��������� 
����$������ ������� ������
� �� �	����
�
��! & ����� 5������ �	������ 
���+����� ������ 
� ��������� ������ �+���� 
����	��	�� 
��	�� �
������� �	����
� � 
	�������� � �	���� ���
��	 �������
������
�!

'������ 
��������� �
�����	# 
���� ��� �	����� ���	 ����	�� ������
�
��
����� 
������ �	����
�! *� 
	������ I ������� ��� ���	�
������ �
�����
�
�������� 
�����! 0���� ������ 
��� �� �	����
�� ��	��� %�
�����	�� �
�
�	��
��� ,� ����� 
���� � ������� ��� 
��	����� �� ������ �������� ���	�
��
�����! 8���� � ����� 
����
	 �	�
��� �
	 �� �	����
�� 
��������� �
�����	
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� � � �

5	�! I2 0��� ���	�
������ �
����� �
�������� 
����� :Re = 200� h = d/2�
α = 042 � 9 t = 2.5� � 9 t = 41� � 9 t = 57� � 9 t = 140

� � � �

5	�! R2 1	����� ���� ��
��� 
	 ���������� 
����� ����
���� � �
	�� �	��
��
:Re = 20042 � 9 h = 5d/2� � 9 h = 7d/2� � 9 h = 9d/2� � 9 h = 11d/2

� ��������� ������� ����	�������� �������� � ������ ���� 
	��	��� t = 41!
*� ���� ��� ��� ,� ��������
�� �	�
��� �
	 %�
������� $�
 ���$������� ,�

��$	
������� ����� $�
 ������ ���� � ��	# ��
����
	������� �����	�	 ���

���	�	 �
��������	 ���	�
������� ,�� �� ������� �
	�� �����#����� �����! (
�	�� ����� 
	 �����$��� �����$���� �	�
��� �
	 �� �	����
�� �
�$������
�	���
�� ���� ! ( ������ ���� t = 57 �	���
�� ���� ��	��� 
�#�����	��! 8��� �
����� �	���
�� ���� �� �	����
�� ������� 
�#������� � ����� �
����	�� � 
��	�
���������� �
���	����� ����
���� � ��	����� �	��
��! (�
���# � �	���# �	��
	
��	������� � $������� �
����! 8��� � 
����� ������������� �������	# 
����
��	����� �	��
�� 
	 
���	� ����	��� ������
�! (	��
	 ��� ����
������ ��
���
��� �� ���
���� �	����
�� �� 
	 ��������� �
������� �	����
�� � �� �����
��
��! "����� �	��
	 ����������� ��� �� ������	 � �	����
��� ���� �
������� �
����	��� ������
�!

*�������� ������
� �� �	����
�� ������� ����$�� ��
���� �������� ��
� ���
��! 0
	���� �� �
�������� ����	�	 ������
� ���%������ ��
� 
������� �����
$����	��! )�� ������� ��+����� � �	�� ,� ��� �	����
�� � ������
�� �����

������ �	��
	� ,� 
	����	�� �� ���	 ���	�� ���
��� ���� ��� ���
������

���� ,� � ����$�� ��
! "���� ���� ������	�	� ,� �� ��������� ������
� �������
����$������ �������� ���	���� ���%������� ��
�! "��� 
	 ��������� �	����
�
��� ������
� :h = 04 �������� ���	���� ���%������� ��
� ��
����� 5 · 10−2! /
�� ��������� ������ �����	���� ������
�� ����	�� ����� ��
����� 
������ �	����
�
�� �������� ���	���� ���%������� ��
� ��� ����$������ �� 0.72 · 10−2! 0
	
�����$��� ��������� ������
� �������� ���	���� C̃x ���� ���� �����������!
'������ ���� ����$������ �� �� h = d� ���� �
����� �� �� h = 5d/2� ����
����� ����$������ �� �� h = 9d/2 � ���� ����� �
�����! )�� ������� �����	��
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5	�! N2 .�����
��� Q = 0.0001 
	 Re = 300

��� ���� ������	 �	��
��� ,� ��
���	�� � ���
��� �	����
�� ���,������ ������
������
�! "���� ���� ������	�	� ,� �� ��������� ������
� ������� �����$������
�
��� ���	����� ����� ��� ��� ����
����� � ��	������ �	��
��! 0
	 �����$��
�� �����$���� ����	�	 ������
� �
��� �	�
�����
���� ����� �
�����! 0
����
��# 
���� ����������	#! "�� 
	 �
����� ��� h = d �� h = 3d/2 �
��� 
����
���
��������!

*� 
	������ R ������� �	����� ���� ��
��� 
	 
���	� ����	��� ������
�!
*������ ���	�	� ,� � ���� ���
�� ������
� � ������� ��� ������
�� � �����	�	
$�
��	� ,� ����
���	��� ����� ����� ���	�� �	�
��� ��
����
	! .� �� ���������
���� ���
��� ������
� ����� ����� ���	 ���
���� ���� ! )� � 
	���	��� �� ���
���� ��������� �	,�� �� ����� ,� �� ��������� ������
� ��
 ���� � ��������
���	���� ���%������� ��
� 
���� ��	�������! 0
	 �����$��� �����$���� ����
�	�	 ������
� � ����� #��� ���
��	 ��� ���� 
����$������	�� �� ��	�� � ���
������ ���	�	� �	��
��! 5���� ��������� �	��
�� 
����$����	� ������ ������
��

	 
����# #��� ����	��� ������� � � 
	�	��� ����� ,� �� �����$����� ����	�	
������
� �������� ���	���� ���%������� ��
� ����	���� �����������!

+����/ "! (�� 
	������� ����������� ����
��� ����� ������� ,� �������
�� �%�
�! *� �
$��� ���� 
���+������ ������ 
������������ ������ ���������
�%�
	 ������ �+���� ����	��	�� 
��	�� � $	
����� �������� �	��� 5�#�������!
0
	 ���	� �	���� 5�#������� �������������� ������� =@A� 
	 ���	�	� �	����
5�#������� 9 ������� CDA! ( �������� �	��� 5�#������� 20 < Re < 212 ����

��	�	 ������� �%�
	 � ��������
�	� � ����	���
	��	�! -� �%�
�� ����
������
������� 
��	
������#���� 
��� � �	����� ��������
����� 
	�������� �� �%�
	
�	�
����� ������! .� �
�������� �	��� 5�#������� 
����
	 �	�
����� ������ ��
�%�
�� �����$������! ��
	���� � ��# 
����� ��������� 
��������	 ���
� ��������
����� � ���������	�	 
����������	� 
���������	�	 � ����
���
�! 0
	 �
�����
��
�� ����� 
�����
�� ��%�
���� 
	 Re ≈ 212 ����� ���	$������ ��������
����

��� ����	���
	������ ���� �
�$������! "��� ����� ��� ��� �	���
�� ��������
����� ��,	�	� ,� 
����	�� ��
�� ����
 �%�
	 � 
����$����� ������ �����!
/�	�������� �
�������� ��,	�	 �	���
� �������������� �������	� �	��� 
	

�#������� ������ �	���
� ! ����	���� ,� �������	 ����� ����$� �� ��� ������ 
�	���
� � �� �%�
� ����	�� �� �	$� �	�� ��
�� ��� � ����� �	��! '��� �������	�	�
,� �	�� ��
� ����$�� ��� �� �
���� �
��	,�� ����� �	��!

*������ ����� �
����� :Re ≈ 2754 � ������ ��%�
���� 3�%�! 0
	 ������
$��� �����$���� �	��� 5�#������� :Re > 2754 ����� �
����	�� �� ��������
����

��	�� � �
���	��	#! 0��	������� 
�����
�� ��	����� �	�
��	� �����! & ����
�� 
��	�� ����� ���
���� �	���
�� �������� ��,	�	! *� 
	����� N �������
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������
��� Q 
	 Re = 300! (	���� ,� ������
����� �� �%�
��� �� � 
���$��
������	���� �	�
��� ������! ������ ������ �	���
�� ������ �
�$���! - �
���	�
���� 
�����
����� � ����
�$��� ����	�	 �	�
����� ������� 
����$������� ����
���
����� �� �%�
�� �	�	������� �	�
��� ����� �	���
	��� �������� ��,	�	!
0
	 Re = 300 
���� ��	����� �	�
��	� ����� ���� ��
��� �
���	��	�! ( 
��
���� ���
����� 
���� ���������� � ���� ���%�������� ��
� Cx � ����� �	�	 Cl!
����	���� ,� �� 
����	 ������ �����������	�	 � �	���� '�
����� St = 0.133!
"����� ,� �	�	��� 
	 ��������� �%�
	� � �
	�	��
��� �� ����� ����$ ���������
��� ����� 
	 ��������� �	����
�! ( �	�� ������ �
���	 ���	����� � �	�	 ��
��
� ����� �	�	 
����! '��� ������	�	� ,� ��
���� �������� ����� �	�	 �� �
����
���$�� ��� ��
���� �������� �	�	 ��
�� 
��� �������� ���	���� ����� �	�	
���� 
	��	��� � +��� 
���� ����$� �������	 ���	���� �	�	 ��
�! )�# %���
�������� 
	���	�	� ,�� �� � � �	���� ��������� �
������� �	����
�� �������
����	�� �����	��� ���
�� � ����
����� ������ 
	 ��������� �%�
	� �	
������
���	������ � ������� ��
����!

0
	 �����$���� �	��� 5�#������� �� Re = 350 ����� �� �%�
�� 
�������
�����������	��! (	���� ,� ���	����� ���%������� ��
� Cx� ��+����� �� �
	���
�	��
��� ������������ �� �������$� ���	����� ��
������ ,� ������ 
���� ���
�	�� ��������! ( 
����� 
���������� �������� ����
	 ���	���� Cx � Cl! ( ����
�	����� �	��� ��� ��������� ������	� ��� ����������� ��������� �	��� '�
��
���� St = 0.041 � St = 0.135! 0�
$� ������� ��������� ������	� ���	������
��
������ �
��� 9 �
	�� �� �%�
	 �	�
��	� �����! )� 
��������	 ���
� ��������
����� � 
����������	 
���� ��$	� ����
��!

0
	 �����$��� �����$���� �	��� 5�#������� ���� �� �%�
�� ��
���� �	�
���
�� �������� ��,	�	! 3���� �� � 
���$�� ��	����� �	�
��	� ����� �
	����

��� �
�������� ����� ������� ���� ���
��������� ��� ��
����� ! 0��������
������ � ��	� ������������ ����
���� �	��
��� ��	��� ��������	�� �

�����
�	�
�	���!

0
	 �����$��� �����$���� �	��� 5�#������� ���� �� �%�
�� �
����	�� �
��
�������	# 
��	�! ������ � ���
	�	����� 
��	�� :Re < 3.7 · 1054� �� � 
����
$�� ��� ����� ���
	� ��� �%�
	 ������
���� 
	�������� $�
�! *	��� �� ����
��� �� ���� ������
���� 
	�������� $�
�� ,� ��� ����
������ � �	�� �����#�
����� E��������7���������� ������������ ����
���� �
����$	� �	��
��! 0� ��
�

�������� ��	� � ����� �� �	��
	 �
�������! B� �	��� � ����� ������
�
�	# �����	# $�
 
��
	������� �� ��
��� �	�
��� ������! & �	� �	�
��	� �������
������
�� 
���	������� ��	�������� �����#������ ���	 ��
������ ����	���
	���
%�
�� � 
�#������� ��
�����������! )�# 
���� �������
�� 
	����� Q �� ����
�� ���
����� ������
��� Q! (	���� �� ������
�	# �����	# $�
� ,� ����
������
��
�������� � �	�
��� ������� ��� ���� ��������� � ��
�������� ����	�� ����� �

�#�������!

( 
����� ������� �������	# ����
 ���%������� ��
� Cx! (	
���� �	��� ���
������� ������� K!�JR� ��� ��������� ������� ��	����� �	��
��! 8�� ����� ,��
�����	%������	 ���	������ �	��	���� �����#����� E��������7����������� ���� �	�
�
��� ����� � ������
����# ��	������� �� �%�
	� � ���# 
����	���� 
����
����
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5	�! Q2 .�����
��� Q = 0.0001 
	 Re = 104

$�	������! ( 
����� ������� �������	# ����
 ���	���� $�	������ ux! (	���
��������� ������� �!JL� ��� � ��������� �����#����� �������� $�
�!

- �	�������� 
���+���� ��������� ������ ���
��������	 �	 ����� 
������
�	��� �� ���
��� �%�
	� ��	# �
���	��� ���������� � ����! )� ������� �	���
�� ���
��� �%�
	 ��������� ������� ���	����� � ��������! 5���+���� �����	��� 
������ ��� ������ �%�
	����� �	
��������� ��� �	����

p(r, θ, ϕ, t) =
∞∑

n=−∞
e−inωtpn(r, θ, ϕ) , :Q4

�� pn(r, θ, ϕ) ���� ���	 
���������� � �	����� ����#���� 
���2

pn =

∞∑
l=0

∞∑
m=0

h1
l (knr)P

m
l (cosθ) [Almn cosmϕ +Blmn sinmϕ] , :J4

h1
l (knr) =

√
π

2knr
H

(1)
l+1/2(knr) . :�K4

"�� kn = nω/c 9 ��	����� �	���� c 9 $�	������ ����� � ��
����	,�� H
(1)
s 9 %���

���� 3������ �
$��� 
���� Pm
l 9 
	������ %������ ������
� �
$��� 
���!

*������� ���%������	 �	���������� � ������ �	����� � �
��	��� ����	!
(����$���� ���� �����	��� ��������� ����
������� ����� �� ���������

������ ,� ������� �� �%�
� :EE8 �	
���������4� ��� �
���� 10−13� � ������
�	������ �	
����������� ����� :�	�� �����4 ��� �
���� 10−19 9 10−17! "��� ����
�������� EE8 �	
��������� ����
��� 
� �
�����	����� 
	�,���� 
� ���
,� ���
���	� ��	��� ����� �� ���� ��
����	,� ����� ���������	! /������	�
�����	# 
����� ,� �	�	��� 
	 ��������� �%�
	 ������ 
	 Re = 300� � �����	�
��	� ���
���� �	������� �	�! *� 
	����� J � ���
����� ����
��� �
������
����� ��� �
$� ��
�����	 p1! 0
��� ���� �� 
	����� �������� ��
�� �����
� ���� ����
��	 �
����������! "����� �� � � ������ 
� ��������� �	����
� � ��#
���� ��������	# ����� � ������� ��� ��� ���	����� ����� �	�	� � �� �	�	 ��
�!
������� ������ ����������� ��������� ���� ,� �	�	��� 
	 ��������� �	����
��
��� ��������� ���� ,� �	�	��� 
	 ��������� �%�
	� ������ � ���������! 0
	
��������� �	����
� � �	�� �	���
� ��
������ � �	������ �	��
��� ,� �
	��������
���� ����
��	 �
���������� ��� p1 ��
��� �
���	����
�� ��
���� �����!
0
	 ��������� �%�
	 � ������
���� 
��	�� :
	����� N ���� �	���
�� ��������!
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� � �

5	�! J2 8���
��� �
���������� 
	 Re = 3002 � 9 ��� �
$� ��
�����	 p1� � 9 ���
�
��� ��
�����	 p2� �� � 9 �
��	� ��,	���� ,� 
����	�� ��
�� ���
�	�����
���� � � ���� ����
��	 �
����������� �� � 9 �
��	� ��,	���� ,� 
����	�� ��
��
���� ����
��	 �
���������� � �
���	����
�� ��,	��� ���
�����# �� 
	�����
�

(�
��� � �	��� ����	�	 �	�
��	� ������ ,� � ��
�� �
	�������� ����� 
����
������	������� � ����	  � ���
	�� 
����$����� ���	���
	���! "��� 
	 ���������
�%�
	 ���� ����
��	 �
���������� ��� �
$� ��
�����	 p1 
����$����� �� �
�
���	����
�� �� ��
���� ������ � �� ����	� ����� α1! -������� ����� α1� α2

��� ��
����� ����� � ����	 ����
�� �
���������� ��
����� p1� p2� ����������

	#����� ���� �������� α1 = 82.8o � α2 = 75.6o 
	 Re = 300!

*� 
	����� J � ���
����� ����
��� �
���������� ��� �
��� ��
�����	 p2!
(	���� ,� ���� �	���� ���
��������� ��� ����
��	 �
���������� ��� �
��� ��
�
�����	 � ������ 
� ��������� �	����
�! F�,� 
	 ��������� �	����
� ���� p2
�������� � ��
����� ������ �� 
	 ��������� �%�
	 � �	�� ���	���
	������
�	�
��	� ������ ,� � ��
�� �
	�������� ��
�	�� ���� �������� �������$�! *�

	����� J �9� ������� �
�
��	 ����
��	 �
���������� ����� �
���	����
�
�	�	 ��,	���	� ,� 
������� ��
�� ���� ����
��	 �
����������! (	���� ,�
���� �	
���������� �� � ������� ��
���� :� ��,	�� �	���
� ���� 4� ��� � �
��
���� �����! ( ��# �� ��� � ������� ��
��� �
���	����
���� �� ��,	�
�	 �	���
� ���� �����	��� �	
���������� ��������! .�$	�	 ������	� ��
������
p2 �	��	���� �� ���	������ ����� �	�	� ��� � �	�	 �������� ��
�! '��� �������
�	�	� ,� �� �
�������� �	��� 5�#������� ����� ��
�����	 p2 �
�����! F�,� 
	
Re = 300 �����$���� ������� �
$� � �
��� ��
����� ������� 6L!QR� �� 
	
Re = 350 �����$���� ������� ��� ������� �R!6N� � 
	 Re = 104 � �	$� Q!PL!

8!���/ "! (�� 
	������� ����������� 
��� ��
����	,� � ������� �� ����
�����	! 5������������ ����� ���� ��� 
��	�	 � ������� ������ �� ��������� 
���
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5	�! �K2 7�����
�� 
��
�������� �������

��$����	� ��	� �� ���	� ���� �
�$��� � �	����� �������� :
	����� �K4! ]	�
��� 5�#������� �	���������� � ����	�� ��$� ������ ��	� ������������ 
���	�
��� �������� $�
�� Re = V2L4/ν! -������� ������
	��	� �
����
�� ������ 
	

��
������� �� ��������	��� � �������� �	��� 5�#������� ��
�����	�� � �����
Re = 2088− 10440!

*� 
	����� �� � 
���������� ��
�	�� ��� ���	�
������ 
	 Re = 2088! F�
�	���� �� ���
���� �
$��� ������� %�
������� ��� ������
�	� 
	�����	�
$�
	 :��
���# � �	���#4� ��� ���� ���
	�� ��� ������� ������ � ���� �����	�	
�����	�	 $�
��	 � ���� ��������� ������ � ������� ��� ��������	� ���� ��� ���	�
$���	�� �� ���
���� ��
�����! 0
	 ������ �� �������� ��
	���� 
��
��������
����� $�	������ 
��� ��
����	,� � ���,� �����	� $�
�� ���� ��
������
��! "���
� ��
� 
�������� ��� ����
�$��� ���
���� �����	� $�
�� ��  � �����$��� ��
��
����� ���� ��	������� 
	��	��� �� �
����!

*� $���� ��� ������ ������� �� 
����� ������ $�
	 ��,� 
��$	
������ � ���
�� �������� ���,	�� ��
����� � �����	�	 $�
��	 
	 ������ �� �
����� �������
���� ����$� $	
	�	 #��� ����
�! )� 
	����	�� �� ����� ,� ����� �����	# $�


��
�������� �
�����	 �
�����	 ����
� �
����� ������� �� ��� $�
	 9 ����
��
$��# � �����$��#! (���
�$�� $�
	 
������� ��
�� ����
 �
����� ������� � ����
���	$������ �� ���
���� ��
����� � 
���# $	
���# ����	�� ������� � �����$��
$�
	 ����
����� � ��
��� � �	��� ��$� � %�
����� ��� ��� ������� �	
������#��
���� :��� �	��
	4! -��
���� ����� �� ��� ,� �� �	��
	 $�
�����! �����	�� ����� ��
�	��� � 
�#��� ����
�$��� ������ �
����� �������� �� $�
� ,� ������	���� ��	��
�� �� �����	� ��� ���+���� ���	�
������� � $�
 ��� �	� 9 ������� ���	�
������!
(���	�� �������	�	� ,� ���
����	�� � ��$��� �� ��� ������	� �	��
	 �
�������
����	�� �����	��� ���
�� ��
����� � 
�#��� �����   � ����
 �
����� ������� � 
��
#�� �	���� ��
����� � �
$��� ������� :
�#�� ��
��� ��
�����4! "��	� �	����
� ������������� 
����
� ��	��� ������	� �	��
	 �	������� 
��� ����
������
������ ���
������ ��+����� ���	 ����	�� ���
�� � �	���� ������#�� �	������� 
�	����	� ,� 
������������� �
����	���� ��   ����! / �� ������ � ���
� �������
�	����� ��������� ���
������ ��+���� � ������#�	� �	������ ����
�� �
������	
��� �	�	������ � ��# �������	�����	� 
������! ( ������ �	����� 
	 ��������
�	����# $�	������ ������ 
����� ���
�� � ������ ���
������ ��+���� ����������#�
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� � �

� � �

5	�! ��2 0��� ���	�
������ 
	2 � 9 Re = 2088� � 9 Re = 3132� � 9 Re = 4176� � 9
Re = 6264� � 9 Re = 8352� � 9 Re = 10440

,�� �	�	�	 ��	� �� ��
��� ��
����� � ���� ����	� �������	���� � �	����� �� �	�
�	���! -����$	�� $�	������ ����� �� Re = 3132! *� 
	����� �� � 
����������
��� ���	�
������! "��
 ���
�� � ������ ���
������ ��+���� �	��������� ������
���������� ,�� ��	���	 �� %�
�� ��
����� � �� �����	# $�
! "��� ��	����	

	��	��� � ��
��	�	 ������������� 
����
�� ��
����� ������� ��	�	����� ���

����
�� � � �����	� $�
�� ����
������ ��
����
�� ������������ �	��
��! 0
	
����� 
��	 �	��
�� � ��
������ � �	������ �����	� $�
�� 
����$�������� ��	�
�������� ������ � $������� �
����! *�������	 �� ����
 �
����� �������� �� 
��	
�	��
�� �	��	����� ���	���
	��� ���	����� ��
�	�������� 
�%��� $�	������ �
�	������� �
�
���! "��	� �	���� � ����# ���
��	�������# �	����� ��#��� ������
�	�	���	 �������	������ ��	,�!

/��������	 ����� 
	������ �� 
	������ ��� ����� �������	�	 
�� ����	�	�
�����	�����#� 
	������	� ����# ���
��	�������# �	�����! 0���
$�� �������	�
����� � �	����� �	�	����� �����	 ���� ���������� �����# �
�����# $�	������
������ ,� ������� �	��� ��� ���� ���
���
��	������	� �	����� � ��	� �����
��
������� �������	�����! ( ��$�# �	����� �������	����� ��	����� �	�	���	 
	
��������� 5�#������� Re� ,� ������ ��� 6KQQ � P�P6! 0���
���� ������� ���	����
�����$������ �� �
�������� $�	������ �����! 8�#���� 
	 Re = 3132 �	��� '�
��
���� St = L4/(V2T ) = 2.58! 0
	 Re = 4176 ���	�	�� St = 2.77� � 
	 Re = 6264
St = 3.08! "��� ��������
����� ���������� ���� ������	���� ,� �������� ��� ���
������	 �	��
��	 � ������� � �����	� $�
�� ����� �����	�� ��� $�	������ ��
��
���� � ������������� 
����
�! "���� �����$���� $�	������ ����� 
	���	�� ��
����� ,� �	��
	 �����$� ��	������� � ����
�� �
����� ������� �� ����� ���	�����

�%��� $�	������ � ����
� �
����� ������� ������������ $�	�$�! 0���
���� ��
�
�������� $�	������ ����� ����� �
����� �������� ���	���� 
�%��� $�	��
������ ,� ������ 
	
����� �������	 
���� �����	��� ���
��� �����! 0�������
���
������ �� ��	����� ���
���	�� �	��
	 � �����	� $�
��� ��� ��������� ���,��
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� �

5	�! �62 0��� ���	�
������ 
	 Re = 31322 � 9 ��	�	�� ����������	� ��$ ����$���
������� � 9 ��	�	�� ����������	� ��$ ����$��� � ���	
	 
��	

���	�� ��	��� �� �
$��� ������� �� �����$����� $�	������ �����! 0�����$�
�����$���� $�	������ Re = 8352 
	����	�� �� ����� ,� ����� ���
����� �	��
��
� �������� $�
� ���,������ �� ������ �
���	 ����
	 �
$��� �������! / ���
	�

	�������� $�
�� ��	# ����
������ �� %
��������# ���
��� �
$��� ��������
������������ ��� �� �
����# �
����! (�������� ����� �����$������ �	��� �	��
��
��� ���,������ ��� ��������	� � 
����
	 �	��
�� � �������� ��� ��������	 �	��
��
�	 ������ ����$������! ]������ ���	���� 
�%��� $�	������ � ����
� �
�����
������� �
������ � �	��� '�
����� ������� �������� St = 3.73! "�� ���� ���� ���
����	�	� ,� 
	 ����$	� $�	������� ��
����� � ������� ��� ��������	 �� ���	���

��$	
	�	�� ��������	� ,�� ��#���	 ������� ����
 �
����� �������! "��� ��
��
��� 
��� ��
����� � ������ ���� �
����� ������� �	�	�� ��	� � �� ��
����
��
����� � ������� ��� ��������	! 0
	 �����$��� �����$���� $�	������ �����
�	���� �	,� ��������
����� 
��� ����� � �����������# ������� ������ �� ���
��
���	��! 3�
����
 
��� ����� ���� �	��	�	�� ����������	� � �������	 ��������

��	���� ,� ��
������� � �����! 5�����
����� 
��� �
�$������ � � �����������#
������� ���� ������ �����
����	�� ���� ��	,� �� G�	�
��� ����
��G!

��
��� � 
����� 
������� ������ �����	�����# ���� ��� 
���� ��	�	�	 ����
�������	� ��$� ����� ���	 D4 �= D1 :
	����� �64! �	���� ,� 
	 ����$���� ��	�	�
�	 ����������	� ��$ ������ 
��	 �	��
�� � ��
������ � �	������ �����	� $�
��

����$�������� ��	� �������� ������ � $������� �
����! / ��� 
	 ����$����
��	�	�	 ����������	� ��$ � ���	
	 
��	 �	���� ,� ���
���� ��
����� �� 
	����
���� �� ��
��	 �	���
	������ ��� ���� �������� ���! 0������������ �	��
��� ,�
����
������ � �����	� $�
�� � ������� 
���� � ������ �� ����
 �
����� ��������
���	$������ 
����$������ �	���
	��� �������� ��� ����� � �	��	��� �	���
	���
���	����� ��
�	�������� 
�%��� $�	������ � �	������� ����
�!

*�
	����� ���� ������	�	� ,� �������	����� 
�%��� $�	������ � ����
�
�
����� ������� � 
	��	� ������ ����	�	 ���
���� ������	� ���	���� � ���
����!

�!��/ "! (�� 
	������� ����������� ��������� ���� ��� ����
������
������ � ������ �� ��������	! -����� � ��������	� ���	 ����
	���� ������ �	�
�������� ��
����
	��	� ��������� ��� 
����������� �� ��� ���	! *� �
$���
���� 
��������� ���
��	������� ������! 5��������	 
��
������� 
���������� �
��
������� 
������! "��
 �
�#���� �� �
����� ���� 
���+����! & ����� 5���
���� 
������������ �����	��� ������� ,� ������ � �	�������� ��������� ����
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5	�! �P2 7�����
��2 � 9 ������ �� � 9 ������ 6

����
������� ������ ��
����	,� � ������ � ����� ��������� 
����$����	�	 ����
�����	! 8�#��� 
������ $�	������ �� ����� � ����
 �
����� ������� u1(y, t)� 
���

������	# 
������ ������ �
����� ����� �
�������	 �� �
��	��� ����� 
	
��������� �����	��� ������ � �������� ,� ���	�� �	,� � ����� ��� �
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��	��� ����� 
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� �����	� ���
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�
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+�2

φ =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Anme
i(γ

(1)
nmx′−nωt)α(1)

m (y′) , :��4

��

α(1)
m (y′) = cos

πmy′

D1
, γ(1)

nm =

√
n2k2 − π2m2

D2
1

, :�64

�� Anm 9 �������� ����� ���%������	� ��� ����������� � ������ �	����� � �
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������
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�� ������ n � ����
�� ��� ��	������ m� ,� 
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�������
���� ���	����� 
�%��� $�	������ � ��
��	� �
�
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	� ����
����� � �����	� $�
��� 
����$�������� � $��
������ �
����� ��������	# ����� � ������ ������� ��� � ������ ����	�� ��	��
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����� � ������ ������� ��� � ������ ����	�� ��	��� ,� ��������� �
$�# �������
� �
$�# ���� :n = 1� m = 14!

( ������ 6 �	��������	# ����� � ������ ������� ��� ������� �
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����� ����������	# ��+�� � �
$	# ������� �
��� ����
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��	����� �
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���� 
��� %����
�� ����$���	 �������	 ���
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���#
������� :n = 24! 0
	 �����$���� $�	������ ������ ����� �� �
�������� �	��� 5�#�
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	�	��� ��������� ������	# ����� � ������ ������� ��� ����
�	�� �
��� ����� ��� ���� ������� ��� �� �
���# ������� :m = 2 n = 24! E
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����� ���� ������	�	� ,� � ������ �������� �	��� 5�#������� ���� �	��	�	���
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�� ������ �	���
	��	�	 �������� ��� ������� ��������	# ����� � ������
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����
�������  � �������� ���
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Wgj_cig x! A! M[bfZgh_ uas YkadjZ`b s�fe gjjasg[lZ pak ZqZlfb ap bac[h kgh�gf�a[!
� �cgj�p_�[i bl�Z[f��l sakn a[ feZ k�iefb ap `g[cblk�Yfb!

^eZb�b pak feZ halfak+b hZikZZ �[ Ye_b�lgj g[h `gfeZ`gf�lgj bl�Z[lZb �[ bYZl�gjf_
K�!K6!KI GWZleg[�lb ap uc�h� igb g[h Yjgb`g .[bf�fcfZ ap }_hka`Zleg[�lb ap feZ @gf��
a[gj ?lghZ`_ ap Al�Z[lZb ap Mnkg�[Z� ~_�o� 6K�Q!

^eZ feZb�b �b hZoafZh fa feZ bfch_ ap feZ bfgdjZ bZjp�abl�jjgf�a[b iZ[Zkgf�a[ �[ feZ
lackbZ ap feZ �[fZkglf�a[ dZfsZZ[ feZ uas g[h baj�h dah�Zb� gb sZjj gb fa feZ bfch_
ap feZ bac[h kgh�gf�a[ YkalZbbZb d_ feZ uas! ^eZ kZicjgk�f�Zb g[h `Zleg[�b`b ap feZ
bZjp�abl�jjgf�a[b iZ[Zkgf�a[ g[h feZ e_hkah_[g`�l pZZhdgln leg[[Zjb gkZ hZblk�dZh �[
hZfg�j! ^eZ legkglfZk�bf�lb ap feZ bac[h �Zjhb iZ[ZkgfZh seZ[ feZ uas hgbeZb gig�[bf
g baj�h dah_ gkZ Zbf�`gfZh! ^eZ `gfeZ`gf�lgj `ahZjb g[h `Zfeahb pak gllckgfZ Zbf��
`gf�a[ ap feZ Z[Zki_ g[h bYgf�gj legkglfZk�bf�lb ap feZ bac[h �Zjhb iZ[ZkgfZh seZ[
feZ uas �[fZkglfb s�fe baj�h adbfgljZb ap ogk�acb pak`b gkZ hZoZjaYZh! |Z hZoZjaY feZ
`Zfeahb pak hZblk�Yf�a[ ap feZ oakfZ� bac[h backlZb �[ dafe feZ Z�fZk[gj uasb g[h
feZ �[fZk[gj uasb �[ leg[[Zjb ap la`YjZ� iZa`Zfk_! |Z gjba hZoZjaY feZ fZle[�rcZ
pak Zbf�`gf�a[ ap feZ bac[h �Zjhb iZ[ZkgfZh d_ feZ uas! ^eZ fZle[�rcZ �b dgbZh a[
feZ `ahZk[ gYYkagleZb ap la`YcfZk uc�h `Zleg[�lb g[h gjjasb cb fa YZkpak` [c`Zk��
lgj lgjlcjgf�a[b gf ljcbfZk bcYZkla`YcfZkb! ^eZ [c`Zk�lgj lgjlcjgf�a[b ap fe�b feZb�b
sZkZ lgkk�Zh acf gf feZ ljcbfZk bcYZkla`YcfZk Al�f se�le �b jalgfZh gf feZ .[bf�fcfZ ap
;_dZk[Zf�lb ap feZ @gf�a[gj ?lghZ`_ ap Al�Z[lZb ap Mnkg�[Z!

^eZ gjiak�fe` ap bajcf�a[ ap feZ pak`cjgfZh YkadjZ`b� se�le dZja[ib fa feZ ljgbb ap
e_dk�h `Zfeahb� �b la[bfkclfZh �[ fe�b h�bbZkfgf�a[ sakn! ^eZ e_dk�h `Zfeahb gjjas cb
fa hZla`YabZ feZ YkadjZ` ap bac[h iZ[Zkgf�a[ d_ g uas �[fa fsa bfgiZb! ?f feZ �kbf
bfgiZ� feZ e_hkah_[g`�lb ap feZ `Zh�c` uas �b lgjlcjgfZh� gf feZ bZla[h bfgiZ feZ
legkglfZk�bf�lb ap feZ glacbf�l �Zjh iZ[ZkgfZh d_ feZ uas gkZ ZogjcgfZh! <ak [c`Zk�lgj
b�`cjgf�a[ ap h_[g`�lb ap fsa�h�`Z[b�a[gj uc�h uasb sZ cbZh feZ h�kZlf [c`Zk�lgj
b�`cjgf�a[ :=@A4 fZle[�rcZ! ^eZ kZrc�kZh gllckgl_ ap lgjlcjgf�a[b �[ feZ la[b�hZkZh
kg[iZ ap >Z_[ajhb [c`dZk sgb gle�ZoZh d_ �`Ykao�[i feZ la`Ycfgf�a[gj ik�h! .[ feZ
lgbZ ap fekZZ�h�`Z[b�a[gj uasb� feZ =@A `Zfeahb sZkZ cbZh a[j_ �[ jg`�[gk uas
kZi�`Zb! .[ fckdcjZ[f kZi�`Zb� sZ cbZh feZ CDA fZle[�rcZ! ^eZ kZgba[ �b fegf feZ
fekZZ�h�`Z[b�a[gj YkadjZ`b kZrc�kZ g[ akhZk ap `gi[�fchZ `akZ la`YcfZk kZbacklZb
g[h la[bZrcZ[fj_ �f �b �`Yabb�djZ fa gle�ZoZ feZ kZrc�kZh gllckgl_ ap [c`Zk�lgj b��
`cjgf�a[ d_ b�`Yj_ �[lkZgb�[i feZ [c`dZk ap [ahZb �[ feZ la`Ycfgf�a[gj ik�h! ^eZ
WH. fZle[ajai_ sgb cbZh pak YgkgjjZj la`Ycf�[i! ^eZ YgkgjjZj��gf�a[ sgb lgkk�Zh acf
a[ feZ Yk�[l�YjZ ap iZa`Zfk_ YgkgjjZj�b`! |eZ[ YZkpak`�[i [c`Zk�lgj lgjlcjgf�a[b sZ
cbZh feZ la`Ycfgf�a[gj YkalZhckZb ap feZ aYZ[ backlZ faajda� XYZ[<X?W! ?f feZ
bZla[h bfgiZ ap feZ la[bfkclfZh e_dk�h `Zfeah feZ glacbf�l YkadjZ`b sZkZ bajoZh! <ak
fe�b YckYabZ� feZ g[gj_f�lgj bajcf�a[b ap feZ glacbf�l YkadjZ`b sZkZ la[bfkclfZh!
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<ak feZ YckYabZ ap oZk��lgf�a[ ap feZ la[bfkclfZh e_dk�h [c`Zk�lgj gjiak�fe` sZ
bajoZh g [c`dZk ap YkadjZ`b! <�kbf� feZ bac[h �Zjh ap feZ ?Zaj�g[ fa[Zb sgb [c`Zk�lgjj_
lgjlcjgfZh! ^eZ[� feZ YkadjZ` ap bac[h iZ[Zkgf�a[ :sZhiZ fa[Zb4 d_ g bcd`ZkiZh
�Zf kc[[�[i gig�[bf g begkY sZhiZ sgb bajoZh! ?[h feZ[ feZ YkadjZ` ap feZ bZjp�
abl�jjgf�a[b iZ[Zkgf�a[ �[ feZ uas Ygbf g l_j�[hZk s�fe g ugf bYj�ffZk gffgleZh fa feZ
kZgk b�hZ �b bajoZh! A�[lZ feZ oakfZ� pak`gf�a[ g[h beZhh�[i dZe�[h g l_j�[hZk ak g[_
afeZk Zja[igfZh dah�Zb lg[ jZgh fa c[hZb�kgdjZ o�dkgf�a[b ap feZ dah_ g[h ZoZ[ fa feZ
hZbfkclf�a[ ap bfkclfckZb� �f �b [ZlZbbgk_ fa egoZ Yabb�d�j�f_ fa la[fkaj feZ YkalZbb ap
oakfZ� beZhh�[i� fa egoZ Yabb�d�j�f_ fa kZhclZ feZ hkgi paklZ ogjcZ g[h feZ g`Yj�fchZ
ap ogk�gf�a[ ap feZ paklZb gYYj�Zh fa feZ dah_! X[Z ap feZ `Zfeahb pak la[fkajj�[i feZ
uas �b YjglZ`Z[f ap g ugf bYj�ffZk dZe�[h feZ l_j�[hZk!

^eZ YkadjZ` ap bac[h iZ[Zkgf�a[ d_ feZ uas Ygbf g bYeZkZ �b bajoZh �[ feZ s�hZ
kg[iZ ap feZ >Z_[ajhb [c`dZk pka` feZ jg`�[gk kZi�`Z s�feacf bZYgkgf�a[ fa feZ
fckdcjZ[f kZi�`Zb! ?jfeacie feZ YkadjZ` �b fekZZ�h�`Z[b�a[gj� feZ `ahZk[ `Zfeahb ap
YgkgjjZj la`Ycfgf�a[b gf ljcbfZk bcYZkla`YcfZkb gjjas cb fa adfg�[ ghZrcgfZ [c`Zk�lgj
bajcf�a[b ap feZ YkadjZ`! ?f b`gjj >Z_[ajhb [c`dZkb feZ =@A fZle[�rcZ �b cbZh� gf
jgkiZ >Z_[ajhb [c`dZkb feZ fZle[�rcZ ap CDA! ^eZ la[bfkclfZh [c`Zk�lgj gjiak�fe`
gjjasZh cb fa ghZrcgfZj_ hZblk�dZ feZ uas �[ gjj n[as[ kZi�`Zb! .f sgb beas[ fegf
ack kZbcjfb gkZ �[ iaah gikZZ`Z[f s�fe feZ Z�YZk�`Z[fgj g[h la`Ycfgf�a[gj kZbcjfb ap
afeZkb gcfeakb! ^eZ kg[iZ ap >Z_[ajhb [c`dZkb s�fe�[ se�le bZjp�bcbfg�[Zh abl�jjgf�a[b
gk�bZ �[ feZ uas g[h feZkZpakZ feZ uas lg[ iZ[ZkgfZ bac[h sgb hZfZk`�[Zh! .f sgb pac[h
fegf �[ feZ jg`�[gk kZi�`Z feZ g`Yj�fchZ ap abl�jjgf�a[ ap feZ jgfZkgj paklZ gYYj�Zh fa
feZ bYeZkZ �b gYYka��`gfZj_ �oZ f�`Zb ikZgfZk feg[ feZ g`Yj�fchZ ap abl�jjgf�a[ ap feZ
hkgi paklZ!

^eZ uas ap o�blacb �[la`YkZbb�djZ uc�h �[ g Yjg[Z hclf s�fe fsa bfZ[abZb :[gkkas��
[i4 jalgfZh bZrcZ[f�gjj_ sgb bfch�Zh a[ feZ dgb�b ap feZ [c`Zk�lgj bajcf�a[ ap feZ
[a[bfgf�a[gk_ @go�Zk�AfanZb Zrcgf�a[b! @gfckZ ap feZ uas �[ feZ kZi�a[ dZfsZZ[ feZ
bfZ[abZb� hZYZ[h�[i a[ feZ >Z_[ajhb [c`dZk� �b g[gj_�Zh! .[ Ygkf�lcjgk� �f sgb beas[
fegf �[ g lZkfg�[ kg[iZ ap >Z_[ajhb [c`dZk feZ oakf�lgj bfkclfckZb gYYZgk �[ feZ beZgk
jg_Zkb dZfsZZ[ feZ �Zf g[h feZ lgo�f�Zb :[�leZb4 pak`Zh d_ feZ bfZ[abZb! ?b g kZbcjf feZ
bfgdjZ YZk�ah�l g[f�b_``Zfk�l bZjp�bcbfg�[Zh abl�jjgf�a[b ap feZ oZjal�f_ Yka�jZ gf feZ
acfjZf ap feZ aYZ[�[i ap feZ bZla[h bfZ[ab�b gk�bZ! ^eZbZ abl�jjgf�a[b lg[ pc[hg`Z[fgjj_
bZkoZ gb g backlZ ap bac[h o�dkgf�a[b �[ feZ leg[[Zj!

^eZ YkadjZ` ap bac[h iZ[Zkgf�a[ d_ feZ uas �[ g hclf s�fe fsa bcllZbb�oZ bfZ[abZb
�b la[b�hZkZh! ^eZ `Zfeah ap Ygkf�gj ha`g�[b sgb cbZh pak bajcf�a[ ap fe�b YkadjZ`!
^eZ `Zfeahb ap la[fkajj�[i dafe feZ uas g[h feZ bac[h Z[Zki_ Z`�ffZh d_ feZ uas �[
g[ �kkZicjgk hclf la[fg�[�[i fsa bfZ[abZb gkZ la[b�hZkZh! .f �b beas[ fegf a[Z ap feZ
ZqZlf�oZ `Zfeahb �b feZ kgf�a[gj lea�lZ ap feZ ha`g�[ iZa`Zfk_ dZfsZZ[ feZ bfZ[abZb
g[h feZ jalgf�a[ ap gYZkfckZb ap feZ bfZ[abZb!
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